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RESUMO
O desenvolvimento de equipamentos miniaturizados, como celulares e
aparelhos auditivos, torna-se cada dia mais comuns. Porem, a ana-
lise acustica destes sistemas apresenta complexidades adicionais e que
limitam o uso dos modelos acusticos classicos existentes. Estas di-
culdades s~ao originadas pelas pequenas cavidades internas existentes
nestes sistemas onde os feno^menos de atrito viscoso e condutividade
termica inuem na resposta acustica. Estes feno^menos s~ao chamados
na literatura de efeitos viscotermicos e s~ao negligenciados nos mode-
los acusticos classicos. O objetivo deste trabalho e construir, avaliar
e validar modelos acusticos viscotermicos. A inclus~ao de efeitos vis-
cotermicos na modelagem acustica eleva a complexidade para soluc~ao
analtica do problema que e possvel apenas em geometrias e condic~oes
especcas. A soluc~ao para geometrias e condic~oes mais complexas so
e possvel de forma numerica e este tipo de abordagem inexistente nos
codigos comerciais de analise numerica mais difundidos. Neste traba-
lho, foram implementados dois tipos de modelos acusticos viscotermicos
pelo metodo de Elementos Finitos: o modelo Low Reduced Frequency
(LRF) e o modelo Navier-Stokes-Fourier linearizado (NSFL). A imple-
mentac~ao foi feita atraves da formulac~ao fraca (weak form) aplicada
no codigo comercial Comsol 3.5a. O modelo NSFL foi implementado
com duas formulac~oes diferentes para comparac~ao. Os modelos LRF
e NSFL foram aplicados em duas geometrias diferentes onde os resul-
tados foram comparados com dados experimentais. O modelo NSFL
possui maior robustez para analise de geometrias arbitrarias, porem o
custo computacional de sua soluc~ao e alto. Este problema deu origem a
um estudo da discretizac~ao mnima necessaria para a uma soluc~ao ade-
quada dos modelos NSFL. A comparac~ao dos resultados obtidos pelos
modelos viscotermicos com dados experimentais apresentou discrepa^n-
cias que foram analisadas com mais criterio com a analise das condic~oes
de contorno do modelo. Finalmente, um modelo de radiac~ao acustica
foi implementado com utilizac~ao do metodo Perfectly Matched Layer
(PML) e acoplado com os modelos viscotermicos para as analises da
impeda^ncia de radiac~ao e do efeito do erro de posic~ao dos sensores.
Com o ajuste da posic~ao dos sensores nos modelos viscotermicos os
resultados obtidos apresentaram uma concorda^ncia muito boa com os
dados experimentais.
Palavras-chave: efeitos viscotermicos, elementos nitos, LRF, PML

ABSTRACT
The development of miniaturized devices such as mobile phones and
hearing aids is becoming increasingly common. However, the acoustic
analysis of these systems presents additional complexities which limit
the use of standard acoustic models. These diculties are due to small
dimensions of acoustic waveguides within these systems, where the phe-
nomena of viscous friction and thermal conductivity aect the acoustic
propagation. These phenomena are called in literature by acoustic vis-
cothermal eects and are neglected in standard acoustic models. The
objective of this work is to construct, evaluate and validate viscother-
mal acoustic models. The inclusion of viscothermal eects in acoustic
models adds complexity, and the analytical solution of the problem is
only possible in simple cases. The solution of more complex geome-
tries and boundary conditions requires the use of numerical techniques,
and this type of approach is still absent in vibro-acoustic commercial
codes. In this work, two types of viscothermal acoustic models are
solved by means of the Finite Element (FE) Method: the Low Redu-
ced Frequency (LRF) model and the linearized Navier-Stokes-Fourier
(LNSF) model. The implementation was done through the weak formu-
lation of the problem through the commercial code Comsol 3.5a. The
LNSF model was implemented with two dierent formulations: irredu-
cible formulation and mixed formulation. The LRF and LNSF models
were applied to two dierent geometries, and the results were compa-
red with experimental data. It is shown that the LNSF model allows
the analysis of arbitrary geometries, but the computational cost of its
solution can be considerably high. This problem has led to a study of
minimum discretization of the FE mesh needed for a proper solution
of the LNSF models. Some discrepancies observed between viscother-
mal acoustic models and experimental data also led to a more detailed
analysis of the boundary conditions applied to the models. Therefore,
an acoustic radiation model was implemented using Perfectly Matched
Layer (PML), which was coupled to the viscothermal acoustic models.
The analysis showed that numerical results were highly sensitive to
sensor position, while radiation impedance was less aected by the vis-
cothermal phenomena. Finally, the adjustment of sensor positions in
viscothermal acoustic models led to a very good agreement between
numerical and experimental data.
Keywords: viscothermal eects, FEM, Low Reduced Frequency, PML
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a raio do tubo
Cp calor especco a press~ao constante
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co a volume constante
c0 velocidade do som no 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er vetor unitario na direc~ao radial do sistema de co-
ordenadas cilndricas
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tico classico
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classico
i unidade imaginaria
k^ freque^ncia reduzida (reduced frequency)
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l comprimento caracterstico
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P press~ao total do uido
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Pr numero de Prandtl
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p amplitude da press~ao acustica
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( ) operador laplaciano
D( )
Dt operador derivada total
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Abreviac~oes e Siglas
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11 INTRODUC~AO
1.1 MOTIVAC~AO
A evoluc~ao de projetos e de processos de fabricac~ao tem possi-
bilitado a produc~ao em larga escala de equipamentos com dimens~oes
reduzidas como telefones celulares, computadores portateis e outros
equipamentos. Esta tende^ncia acompanha tambem os aparelhos audi-
tivos e seus componentes, como os mostrados na Figura 1.1.
Figura 1.1: Componentes do aparelho auditivo do tipo retro auricular.
As func~oes de cada componente basico do aparelho auditivo s~ao
[1]:
 Microfone: transdutor que converte o sinal sonoro em sinal ele-
trico;
 Amplicador, microprocessador e bateria: estes componentes jun-
tos te^m a func~ao de processamento e amplicac~ao dos sinais ele-
tricos, ponderando-os conforme as necessidades do usuario;
 Alto-falante: transdutor que converte o sinal eletrico no sinal
sonoro que sera transmitido ao usuario;
2 Tubo e ear-hook : componentes com a func~ao de conduzir o sinal
sonoro ao canal auditivo do usuario;
 Molde: componente com a func~ao de acoplar o aparelho a orelha
externa do usuario.
Os aparelhos auditivos s~ao projetados para amplicar o sinal so-
noro nas faixas de freque^ncia em que o usuario possui decie^ncia ou
perda auditiva. O processo de funcionamento do aparelho auditivo
pode ser visualizado no uxograma da Figura 1.2. O processo de fun-
cionamento inicia-se pela captac~ao das ondas sonoras pelo microfone
onde o sinal sonoro e convertido em sinal eletrico. O sinal eletrico sofre
processamento e amplicac~ao e e enviado ao alto-falante que o converte
em sinal sonoro novamente. As ondas sonoras geradas pelo alto-falante
ainda percorrem um sistema de tubos que as conduzem ate o canal
auditivo do usuario.
Para que o aparelho auditivo funcione adequadamente necessita-
se de informac~oes do comportamento dina^mico do alto-falante e do
sistema acustico composto pelos tubos, canal auditivo e o tmpano.
Estas informac~oes s~ao importantes para realizac~ao do processamento
do sinal eletrico que precisa ser ponderado, considerando o comporta-
mento dina^mico destes sistemas, para gerar um sinal sonoro adequado
as necessidades do usuario.
O processamento e amplicac~ao do sinal sonoro ainda pode ser
controlado externamente pelos equalizadores e o controle de volume. A
equalizac~ao e um ajuste no do aparelho que e realizada normalmente
por fonoaudiologos para adaptac~ao do aparelho ao usuario.
Figura 1.2: Fluxograma de funcionamento do aparelho auditivo.
31.1.1 Alto-falantes de aparelhos auditivos
Os alto-falantes de aparelhos auditivos s~ao compostos de com-
ponentes miniaturizados que constituem os sistemas fsicos: eletromag-
netico, meca^nico e acustico. Os componentes basicos do alto-falante
est~ao descritos na Figura 1.3.
Figura 1.3: Vista em corte de um modelo de alto-falante para aparelhos au-
ditivos.
Cada sistema fsico e composto pelos seguintes componentes in-
dicados na Figura 1.3:
 Sistema eletromagnetico: armadura, bobina e os dois im~as;
 Sistema meca^nico: armadura, membrana e o pino de conex~ao;
 Sistema acustico: composto de duas cavidades de ar formadas
pelas carcacas e separadas pelo suporte e a membrana.
O processo de funcionamento do alto-falante inicia-se pelo sis-
tema eletromagnetico que transforma o sinal eletrico aplicado aos ter-
minais em forca magnetica exionando a armadura. O deslocamento
gerado pela forca na armadura e transmitido para a membrana atra-
ves do pino de conex~ao. A membrana, por sua vez, vibra e provoca
perturbac~oes no ar contido nas cavidades do sistema acustico. Estas
perturbac~oes geram ondas sonoras que deixar~ao o alto-falante atraves
do condutor de sada.
4Na estrutura construtiva do alto-falante os sistemas eletromag-
netico, meca^nico e acustico encontram-se fortemente acoplados. O aco-
plamento forte aliado as pequenas dimens~oes dos componentes causam
diculdades para uma analise individual de cada sistema fsico nas con-
dic~oes de funcionamento do alto-falante.
O sistema acustico do alto-falante e caracterizado por cavidades
com pequenas espessuras de ar que interagem com uma membrana ou
placa vibrante. Na analise vibro-acustica de sistemas com estas carac-
tersticas, os efeitos viscotermicos mostram-se importantes no compor-
tamento dina^mico do sistema, como s~ao mostrados em alguns traba-
lhos [2{4].
1.1.2 Efeitos viscotermicos
Os efeitos viscotermicos s~ao os feno^menos de atrito viscoso e
difus~ao termica do uido que s~ao negligenciados no modelo acustico
classico. Porem, em sistemas acusticos com pequenas cavidades, a im-
porta^ncia dos efeitos viscotermicos podem ser relevantes e precisam ser
includos no modelo de propagac~ao acustica para maior precis~ao da
analise.
A necessidade da aplicac~ao de modelos de propagac~ao acustica
com efeitos viscotermicos depende das propriedades do uido, da faixa
de freque^ncia de analise e das dimens~oes mnimas das cavidades do
sistema. As dimens~oes mnimas das cavidades de ar dos alto-falantes,
que ser~ao futuramente analisados, est~ao em torno de 0,1 mm onde a
faixa de freque^ncia de interesse e de ate 7 kHz. Nestas condic~oes, os
efeitos viscotermicos s~ao importantes e sua inclus~ao no modelo acustico
torna-se necessaria para uma analise mais precisa do sistema [3,4].
A inclus~ao de efeitos viscotermicos no modelo acustico eleva
muito a complexidade das equac~oes que regem o modelo. A soluc~ao
analtica de modelos acusticos viscotermicos e possvel apenas em ca-
sos muito particulares como os apresentados por [2,5{7]. Para a soluc~ao
de modelos acusticos viscotermicos aplicados a sistemas mais comple-
xos recorre-se aos metodos numericos. Na literatura, encontram-se for-
mulac~oes numericas para modelos acusticos com efeitos viscotermicos
utilizando o Metodos de Elementos Finitos (Finite Element Method -
FEM) [8{14] e o Metodo de Elementos de Contorno (Boundary Ele-
ment Method - BEM) [15, 16]. Atualmente, os codigos comerciais de
analises vibro-acusticas por FEM e BEM n~ao possuem esta modalidade
de analise disponvel.
51.1.3 Outras aplicac~oes para os modelos acusticos viscotermi-
cos
Os modelos acusticos viscotermicos podem ser utilizados em mui-
tas outras aplicac~oes como, por exemplo:
 Avaliac~ao acustica de tubos com pequenos dia^metros: Esta e uma
das primeiras aplicac~oes publicadas de modelos acusticos visco-
termicos e possui um grande numero de trabalhos com diferentes
formas de abordagem [7,17{19];
 Ressonadores esfericos [2, 5, 20, 21]: estes sistemas s~ao utilizados
para determinar propriedades de gases (como a velocidade do
som) com elevado grau de precis~ao. O ressonador e composto por
duas cascas hemisfericas unidas por parafusos. Por possuir uma
geometria esferica, uma soluc~ao analtica da propagac~ao acustica
com efeitos viscotermicos pode ser obtida. O modelo pode ser
expandido para avaliac~ao de outros aspectos como os efeitos do
movimento da casca devido a press~ao interna, dos furos dos trans-
dutores e das frestas existentes na uni~ao aparafusada [2];
 Comportamento dina^mico de transdutores miniaturizados: trans-
dutores como microfones s~ao compostos por uma membrana vi-
brante e um eletrodo rgido com uma na camada de ar entre
eles. Estes sistemas possuem membranas circulares onde e pos-
svel a obtenc~ao de soluc~oes analticas como as apresentadas nos
trabalhos [21{26];
 Interac~ao de nas camadas de uido entre placas vibrantes: como
estes tipos de sistema podem ser encontrados em muitas apli-
cac~oes, existem uma grande quantidade de trabalhos com va-
riadas abordagens para soluc~oes analticas [27{31] e numericas
[2, 8, 32,33];
 Comportamento dina^mico de cabecotes de impressoras jato-de-
tinta: nesta aplicac~ao analisa-se a propagac~ao da onda acustica
em canais de injec~ao de tinta no cabecote de impressoras. A inje-
c~ao da tinta e acionada por um sistema piezo-eletrico. As dimen-
s~oes dos canais s~ao da ordem de 100 m e a faixa de freque^ncia de
interesse e de 30 kHz a 100kHz. As propriedades do material de
algumas tintas indicam que os efeitos viscosos podem ter papel
importante na analise da propagac~ao da onda acustica. O sistema
foi solucionado de forma analtica e numerica no trabalho [2].
61.2 OBJETIVO DO TRABALHO
Diante das caractersticas geometricas e acusticas dos alto-falan-
tes para aparelhos auditivos apresentadas nas sec~oes anteriores, o pre-
sente trabalho tem o objetivo de implementar, avaliar e validar modelos
acusticos com efeitos viscotermicos. Estes modelos acusticos ser~ao cons-
trudos com vistas a aplicac~ao na analise de alto-falantes para aparelhos
auditivos.
No Captulo 2 sera apresentada uma breve revis~ao bibliograca,
destacando a evoluc~ao dos principais modelos acusticos que incluem
efeitos viscotermicos encontrados na literatura. Neste captulo s~ao de-
talhados com mais profundidade dois modelos distintos que ser~ao im-
plementados e validados de forma analtica e numerica em captulos
posteriores.
Como os alto-falantes apresentam geometrias e condic~oes de con-
torno complexas, ha necessidade da implementac~ao numerica dos mo-
delos viscotermicos. A implementac~ao numerica sera feita atraves das
formulac~oes FEM que ser~ao descritas no Captulo 3. As formulac~oes
FEM ser~ao implementadas no codigo comercial Comsol 3.5a [34], pois
ele permite implementar diretamente formulac~oes na forma fraca.
A validac~ao dos modelos numericos ser~ao feitas atraves da apli-
cac~ao dos mesmos em um tubo simples na Sec~ao 4.3. Na Sec~ao 4.4,
uma segunda geometria de tubo e testada para avaliar a converge^n-
cia dos tipos de modelos numericos implementados em geometrias mais
complexas.
Para avaliar quest~oes quanto a discretizac~ao do modelo numerico
mais complexo, que sera aqui chamado de modelo NSFL, sera feito um
estudo no Captulo 5.
No Captulo 6 faz-se uma analise das condic~oes de contorno para
avaliac~ao das diverge^ncias entre os resultados calculados e os dados ex-
perimentais apresentadas no Captulo 4. Nesta analise, sera construdo
um modelo numerico que representa a radiac~ao acustica do sistema em
ambientes externos. Este modelo sera acoplado as formulac~oes nume-
ricas de modelos acusticos viscotermicos para avaliac~ao da impeda^ncia
de radiac~ao e do efeito da posic~ao dos sensores na analise experimental.
O modelo da radiac~ao acustica em ambientes externos sera cons-
trudo por formulac~oes FEM que utilizam a tecnica Perfectly Matched
Layer (PML) que se encontra implementada no modulo acustico do
codigo comercial Comsol 3.5a [34]. A tecnica PML tem objetivo de
representar a dispers~ao das ondas acusticas no domnio externo sem
produzir reex~oes para o interior do domnio analisado.
72 MODELOS ACUSTICOS VISCOTERMICOS
Neste captulo apresenta-se uma breve introduc~ao mostrando a
evoluc~ao dos principais modelos acusticos com inclus~ao de efeitos visco-
termicos. Posteriormente, apresentam-se as equac~oes basicas dos mo-
delos acusticos viscotermicos que ser~ao utilizados neste trabalho.
2.1 INTRODUC~AO
A base para o desenvolvimento de modelos acusticos s~ao as re-
lac~oes conservativas obtidas pelas equac~oes de: conservac~ao da quan-
tidade de movimento, conservac~ao da energia e conservac~ao da massa.
Estas equac~oes, somadas a equac~ao de estado para gas perfeito, formam
o sistema de equac~oes basicas com o qual muitos modelos acusticos fo-
ram desenvolvidos.
Os primeiros trabalhos envolvendo propagac~ao acustica incluindo
efeitos viscotermicos foram publicados por Kirchho e Rayleigh [17].
Nestes trabalhos, prop~oe-se uma soluc~ao para tubos cilndricos atra-
ves de uma equac~ao transcendental chamada de soluc~ao completa de
Kirchho. As soluc~oes destas equac~oes foram obtidas de forma aproxi-
mada, limitando a aplicabilidade do modelo devido a ordem da apro-
ximac~ao adotada. Mais tarde, maiores ordens de aproximac~ao desta
soluc~ao foram publicadas por Weston [18], ampliando a faixa de apli-
cac~ao desta teoria para tubos cilndricos.
Na literatura, os modelos acusticos viscotermicos foram desenvol-
vidos de diferentes formas conforme a aplicac~ao na qual cada modelo foi
destinado. Estes modelos diferenciam-se principalmente pelas hipoteses
simplicativas assumidas nas equac~oes basicas. Os trabalhos de Zwik-
ker e Kosten [35] e Iberall [36] se destacaram por originar um modelo
simplicado que cou conhecido como modelo Low Reduced Frequency
(LRF). No modelo LRF, as hipoteses simplicativas aplicadas resultam
na press~ao acustica constante ao longo da sec~ao transversal de sistemas
como tubos e frestas.
Em 1975, Tijdeman [19] colocou em perspectiva os principais
modelos de propagac~ao acustica para tubos cilndricos incluindo os mo-
delos acima citados. Os modelos foram comparados com a aproximac~ao
numerica da soluc~ao completa de Kirchho desenvolvida por Tijdeman.
Uma das conclus~oes de Tijdeman foi que a soluc~ao do modelo LRF
abrange grande parte das soluc~oes comparadas naquele trabalho. O
8modelo LRF se destacou pela simplicidade de soluc~ao e foi expandido
para outras aplicac~oes como as encontradas em [4,25,26,28,30,31,37].
Em 1998, Beltman [2] publicou uma extensa revis~ao de mo-
delos acusticos com efeitos viscotermicos incluindo soluc~oes analticas
para algumas geometrias regulares como tubos e frestas (nas cama-
das de ar entre duas superfcies). Neste e em outros trabalhos, Belt-
man [8, 33] prop~oem uma formulac~ao FEM do modelo LRF com aco-
plamento uido-estrutura. A formulac~ao FEM do modelo LRF e muito
semelhante a formulac~ao FEM do modelo acustico classico, porem a sua
aplicac~ao em geometrias irregulares pode n~ao proporcionar resultados
satisfatorios, devido as hipoteses simplicativas assumidas no modelo
(ver Captulo 3).
Mais recentemente, algumas diferentes formulac~oes FEM para
aplicac~ao em problemas acusticos com efeitos viscotermicos foram apre-
sentadas em [9{11, 13]. Estas formulac~oes utilizam um modelo menos
simplicado que os modelos acustico classico e LRF. Com menos sim-
plicac~oes, estas formulac~oes possuem maior complexidade pois neces-
sitam resolver sistemas de equac~oes com tre^s ou mais variaveis depen-
dentes. Apesar da maior complexidade, estas formulac~oes podem ser
aplicadas em geometrias arbitrarias. O modelo utilizado para estas
formulac~oes FEM sera aqui denominado modelo Navier-Stokes-Fourier
linearizado (NSFL) [38] e sera apresentado na proxima sec~ao.
2.2 MODELO NAVIER-STOKES-FOURIER LINEARIZADO
Os modelos acusticos s~ao geralmente desenvolvidos a partir de
equac~oes conservativas onde os termos de viscosidade e conduc~ao ter-
mica do uido est~ao presentes. O modelo acustico classico elimina estes
termos atraves de hipoteses simplicativas que possibilitam tambem a
reduc~ao do sistema de equac~oes para uma unica equac~ao diferencial
parcial.
Com vistas a inclus~ao dos efeitos viscotermicos no modelo acus-
tico, apresenta-se aqui a derivac~ao do sistema de equac~oes que origi-
nar~ao o modelo NSFL e outros modelos simplicados, como o modelo
LRF que sera detalhado na proxima sec~ao.
Assumindo que n~ao ha ac~ao de forcas de corpo no uido, as
equac~oes conservativas utilizadas s~ao [39]:
 Equac~ao da conservac~ao da quantidade de movimento para um
uido newtoniano cuja tens~ao de cisalhamento e possui relac~ao




+rP = (+ 2)r(r U)  r (rU); (2.1)
sendo % a densidade do uido, U o vetor velocidade do uido,
P a press~ao total do uido,  o coeciente de viscosidade de
dilatac~ao,  o coeciente de viscosidade de cisalhamento, D( )Dt
o operador derivada total, r( ) o operador gradiente, r  ( ) o
operador divergente e r ( ) o operador rotacional;





+ Pr U = (visc) + T; (2.2)
sendo T a temperatura do uido, Cv o calor especco a volume
constante, (visc) a func~ao dissipac~ao viscosa de energia meca^-
nica,  a condutividade termica do uido e ( ) o operador lapla-
ciano;
 Equac~ao de conservac~ao da massa (Equac~ao da continuidade):
D%
Dt
+ %r U = 0: (2.3)
Para completar o sistema de equac~oes utiliza-se uma relac~ao
constitutiva para o gas, dada por
P = R0%T; (2.4)
que e a equac~ao de estado para gas perfeito sendo que R0 e a constante
do gas.
A func~ao (visc) e uma relac~ao n~ao-linear expressada por













o tensor taxa de deformac~ao.
Assumindo que as perturbac~oes acusticas s~ao sucientemente pe-
quenas tal que os termos n~ao-lineares n~ao s~ao importantes, as Eqs. (2.1)
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a (2.4) podem ser linearizadas inserindo as pequenas perturbac~oes des-
critas abaixo:
U = 0+ u0;
P = P0 + p
0;
% = 0 + 
0;
T = T0 + 
0;
(2.7)
sendo que u0 o vetor velocidade de partcula, P0 a press~ao do meio, p0
a press~ao acustica, 0 a densidade do meio, 
0 a densidade acustica, T0
a temperatura do meio e  0 a temperatura acustica.
Inserindo as pequenas amplitudes nas Eqs. (2.1) a (2.4), negli-
genciando os termos n~ao lineares e assumindo que o uido encontra-se








+ P0r  u0 =  0; (2.8b)
@0
@t
+ 0r  u0 = 0; (2.8c)
p0 = R0(0 0 + 0T0): (2.8d)
As equac~oes acima ser~ao aqui denominadas modelo NSFL e s~ao
conhecidas tambem como Full Linearized Navier-Stokes model [2]. Para
a soluc~ao deste sistema, neste trabalho, assume-se que as pequenas
perturbac~oes nas Eqs. (2.8) s~ao harmo^nicas, de acordo com as seguintes
express~oes:
u0 = u ei!t;
p0 = p ei!t;
 0 =  ei!t;
0 =  ei!t;
(2.9)
sendo u o vetor de amplitude complexa da velocidade de partcula, p
a amplitude complexa da press~ao acustica,  a amplitude complexa da
temperatura acustica e  a amplitude complexa da densidade acustica.
Ao inserir as perturbac~oes harmo^nicas (2.9) nas Eqs. (2.8), tem-
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se o seguinte sistema de equac~oes:
i!0u+rp = (+ 2)r(r  u)  r (r u); (2.10a)
i!0Cv + P0r  u = ; (2.10b)
i!+ 0r  u = 0; (2.10c)
p = R0(0 + T0): (2.10d)
As soluc~oes analticas das Eqs. (2.10) s~ao muito complexas,
sendo possveis apenas em casos especcos, como os publicados por
Bruneau et. al. [5], Hamery et. al. [24] e Beltman [2]. Neste trabalho,
este sistema sera solucionado numericamente pelo metodo de Elementos
Finitos, sendo que a formulac~ao sera apresentada na Sec~ao 3.3.
2.3 MODELO LOW REDUCED FREQUENCY
A partir do modelo NSFL obte^m-se outros modelos simplica-
dos [2]. O modelo LRF inclui simplicac~oes que torna possvel a soluc~ao
analtica de geometrias como tubos e frestas. Pela maior simplicidade,
sera aqui apresentado a derivac~ao detalhada deste modelo aplicado a
tubos cilndricos baseado no trabalho de Tijdeman [19]. Na Sec~ao 2.3.2
o modelo sera escrito de uma forma generalizada, onde outras geome-
trias podem ser solucionadas.
2.3.1 Modelo LRF para tubos cilndricos
Para o desenvolvimento das equac~oes para este modelo adota-se
o sistema de coordenadas cilndricas com simetria axial da Figura 2.1
onde u e v s~ao os velocidades de partcula em x e r, respectivamente.




















































































































p0 = R0(0 0 + 0T0): (2.11e)
Figura 2.1: Sistema de coordenadas cilndricas.
Para inclus~ao das hipoteses simplicativas e soluc~ao deste mo-
delo, primeiramente escreve-se as variaveis e coordenadas das Eqs.
(2.11) na forma adimensional. Para isto, as coordenadas (x; r) s~ao










sendo x^ e r^ coordenadas adimensionais nas direc~oes axial e radial, res-
pectivamente, e R o raio do tubo.
As pequenas perturbac~oes harmo^nicas s~ao escritas na forma adi-
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mensional abaixo:
u0 = (u0ex + v0er) = c0 (u^ex + v^er) ei!t;






 0 = T0^ ei!t;
0 = 0^ei!t;
(2.13)
sendo c0 a velocidade do som no uido, ex o vetor unitario na direc~ao
axial, er o vetor unitario na direc~ao radial, u^ a amplitude adimensional
da velocidade de partcula na direc~ao axial, v^ a amplitude adimensional
da velocidade de partcula na direc~ao radial, ^ a amplitude adimensi-
onal da temperatura acustica, p^ a amplitude adimensional da press~ao
acustica e ^ a amplitude adimensional da densidade acustica.





























































































































p^ = ^+ ^ ; (2.14e)





0!= : numero de onda de cisalhamento;
k^ = R!=c0 = Rk : freque^ncia reduzida;





Cp= : raiz quadrada do numero de Prandtl.
Os para^metros  e  s~ao dependentes das propriedades do gas.
O numero de onda de cisalhamento (shear wave number) e uma raz~ao
entre os efeitos inerciais e os efeitos viscosos no gas. Em termos geome-
tricos, o numero de onda de cisalhamento quantica uma raz~ao entre
o raio do tubo e a espessura da camada limite. O para^metro k^, por
sua vez, quantica uma raz~ao entre o raio do tubo e o comprimento de
onda.
Apos obtido o sistema de equac~oes na forma adimensional, s~ao
adicionadas as seguintes hipoteses simplicativas que ser~ao importantes
para obtenc~ao das soluc~oes deste modelo:
 O comprimento de onda acustico e muito maior que o raio do
tubo R (k^  1);
 O comprimento de onda acustico e muito maior que a espessura
da camada limite viscosa (k^=s 1).
Com as hipoteses simplicativas as Eqs. (2.14) s~ao reduzidas,























































p^ = ^+ ^ : (2.15e)
Para demonstrac~ao da soluc~ao, aplicam-se as seguintes condic~oes
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de contorno ao problema:
u^ = v^ = ^ = 0 para r^ = 1 (parede do tubo);
v^ = 0 para r^ = 0 (centro do tubo):
(2.16)
Na Eq. (2.15b) pode-se vericar que a variavel press~ao se man-
tem constante na direc~ao r^ que possibilita a soluc~ao da Eq. (2.15a)
para u^. Atraves das condic~oes de: valor nito u^ para r^ = 0 e u^ = 0












sendo J0( ) a func~ao de Bessel de ordem 0.
A equac~ao da energia (2.15c) possui soluc~ao similar para a tem-
peratura acustica adimensional ^ atraves das condic~oes de: valor nito











Combinando-se as equac~oes (2.18) e (2.15e) obtem-se a seguinte
soluc~ao para ^:
^(x^; r^) = p^









Finalmente, substitui-se as soluc~oes obtidas na equac~ao da conti-
nuidade (2.15d) onde esta sera integrada em relac~ao a r^ para solucionar































+ F (x^); (2.20)
sendo J1( ) a func~ao de Bessel de ordem 1.
A condic~ao de contorno na parede do tubo (v^ = 0 para r^ = 1)
torna a func~ao F (x^) igual a




















Para satisfazer a condic~ao de simetria (v^ = 0 para r^ ! 0) na Eq.





























A func~ao   e denominada constante de propagac~ao que, apos ob-
tida, possibilita a soluc~ao da Eq. (2.22) de forma semelhante ao modelo
acustico classico. Apos soluc~ao da Eq. (2.22), as outras variaveis s~ao
obtidas atraves das Eqs. (2.17) a (2.20).
As condic~oes de contorno para a Eq. (2.22) podem ser as mesmas
adotadas na acustica classica, porem devem-se fazer alguns ajustes. A
condic~ao de impeda^ncia, por exemplo, precisa ser corrigida devido aos
efeitos viscotermicos, pois neste caso n~ao havera mais um perl de
velocidade plano.
2.3.2 Modelo LRF para outras geometrias
Na literatura, soluc~oes para outras geometrias foram obtidas de
forma semelhante a que foi apresentada na Sec~ao 2.3.1. Em seu traba-
lho, Beltman [2] escreve o modelo LRF de forma mais generalizada uti-
lizando operadores e coordenadas adimensionais especcas para cada
tipo de geometria. Este modelo e escrito da seguinte forma:
^pdp^(x^pd)  k^2  2(s) p^(x^pd) =  ik^ n(s)  2(s)<; (2.25)
sendo ^pd o operador laplaciano adimensional com coordenadas na
direc~ao de propagac~ao e x^pd o vetor de coordenadas adimensionais na
direc~ao de propagac~ao.














































onde x^cd e o vetor de coordenadas adimensionais na direc~ao transversal
a propagac~ao, A^cd e a dimens~ao caracterstica na direc~ao transversal a
propagac~ao. O para^metro l e um comprimento caracterstico que foi
representado pelo o raio do tubo na derivac~ao anterior.
No termo a direita na Eq. (2.25) pode-se prescrever uma veloci-
dade na direc~ao transversal a propagac~ao dada pela Eq. (2.28), onde v^
e a velocidade prescrita adimensional. Este termo n~ao foi apresentado
na derivac~ao da Sec~ao 2.3.1, pois as condic~oes de contorno adotadas
foram de velocidade nula nas paredes do tubo. Na analise da interac~ao
entre uma estrutura vibrante e uma fresta de ar, este termo pode ser
utilizado para acoplamento destes sistemas atraves da Eq. (2.29), onde
us e o vetor deslocamento da estrutura.
As func~oes A(s; x^cd) e C(s; x^cd) est~ao presentes nas soluc~oes
de velocidade de partcula, temperatura acustica e densidade acustica
adimensionais da seguinte forma:
u^pd(s; x^pd; x^cd) =   i
k^
A(s; x^cd)rpdp^(x^pd); (2.34)

















Para o caso de tubos cilndricos, a func~ao A(s; x^cd) esta presente








Na Eq. (2.34) percebe-se que somente a func~ao A(s; x^cd) de-
pende de coordenadas na direc~ao transversal a propagac~ao determi-
nando o perl de velocidade nesta direc~ao. Como pode-se ver na Fi-
gura 2.2, a func~ao A(s; r^) forma pers de acordo com os valores do
numero de onda de cisalhamento s. Os pers tendem a formas parabo-
licas a medida que s e reduzido. Em outras palavras, o efeito de atrito
viscoso e predominante a medida em que se diminui a freque^ncia de
excitac~ao do sistema ou o dia^metro do tubo.



















Figura 2.2: Magnitude da func~ao A(s; r^) para tubos cilndricos.
Portanto, com a Eq. (2.25), juntamente com os operadores, coor-
denadas e func~oes apropriadas, pode-se obter a soluc~ao analtica para a
propagac~ao acustica com efeitos viscotermicos para algumas geometrias
como tubos circulares, tubos retangulares, frestas circulares e frestas re-
tangulares [2, 7]. As func~oes A(s; x^cd), B(s), C(s; x^cd) e D(s) para
outras geometrias juntamente com os respectivos operadores e coorde-
nadas adimensionais s~ao encontradas em [2,6].
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Algumas soluc~oes analticas do modelo LRF aplicado em proble-
mas de engenharia s~ao encontradas nos trabalhos [2{4, 41, 42]. Porem,
estas aplicac~oes envolvem geometrias regulares com sec~oes transversais
constantes como tubos, frestas retangulares e frestas circulares. Em sis-
temas com geometrias irregulares como as encontradas nos alto-falantes
de aparelhos auditivos, o modelo LRF n~ao pode ser aplicado pois n~ao e
possvel determinar uma constante de propagac~ao   de maneira apro-
priada.
A soluc~ao de modelos acusticos viscotermicos aplicados em geo-
metrias mais complexas podem ser obtidas por alguns metodos nume-
ricos que ser~ao apresentados no Captulo 3.
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3 SOLUC~AO NUMERICA DE MODELOS ACUSTICOS
VISCOTERMICOS
As soluc~oes analticas de modelos acusticos viscotermicos s~ao
limitadas a geometrias e condic~oes de contorno muito particulares. A
complexidade geometrica das cavidades e da membrana do alto-falante,
juntamente com a exige^ncia de uma analise com acoplamento uido-
estrutura, torna necessario a soluc~ao deste sistema por metodos nume-
ricos.
O metodo de Elementos Finitos e uma ferramenta de analise
numerica muito versatil que permite solucionar geometrias complexas
com acoplamento de multiplos sistemas fsicos. Os codigos comerci-
ais mais difundidos de analises por FEM ainda n~ao possuem analises
acusticas com efeitos viscotermicos, sendo necessario a formulac~ao e
implementac~ao destas analises.
Neste captulo ser~ao mostradas tre^s abordagens diferentes de
aplicac~ao do FEM para soluc~ao numerica dos modelos acusticos vis-
cotermicos apresentados no captulo anterior. As formulac~oes ser~ao
apresentadas em ordem crescente de complexidade. Como introduc~ao,
apresenta-se primeiramente a formulac~ao FEM para acustica classica.
Em seguida, apresenta-se a formulac~ao para o modelo LRF, onde ser~ao
apontadas semelhancas com o modelo classico. E, por ultimo, ser~ao
expostas duas formulac~oes para o modelo NSFL.
As formulac~oes FEM podem ser obtidas por diferentes formas.
O princpio dos trabalhos virtuais e os metodos variacionais s~ao ferra-
mentas classicas para formulac~ao FEM em grande parte dos problemas
da meca^nica estrutural onde sua argumentac~ao geralmente possui signi-
cado fsico. Para problemas como os modelos acusticos viscotermicos,
as formulac~oes encontradas na literatura s~ao obtidas pelo metodo de
resduos ponderados. Assim como nos metodos variacionais, o metodo
de resduos ponderados incorpora as equac~oes diferenciais do problema
na forma fraca (weak form) [43].
As formulac~oes na forma fraca foram implementadas no codigo
comercial Comsol 3.5a [34]. Este codigo comercial foi escolhido por
permitir a aplicac~ao direta de formulac~oes na forma fraca e executar
de forma automatica os procedimentos de construc~ao das matrizes do
elemento e montagem das matrizes globais para a soluc~ao do sistema.
Alem disso, o Comsol tambem possui algoritmos para construc~ao de
malhas, soluc~ao dos sistemas lineares e pos-processamento dos resulta-
dos que facilitaram a analise dos problemas.
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3.1 FORMULAC~AO FEM PARA O MODELO ACUSTICO CLAS-
SICO
A formulac~ao em FEM para acustica classica pode ser formulada
tanto por metodos variacionais como pelo metodo de resduos ponde-
rados. Sera aqui demonstrado a formulac~ao obtida pelo metodo de
resduos ponderados pois este metodo sera utilizado tambem para for-
mulac~oes dos modelos acusticos viscotermicos. Considerando pequenas
amplitudes harmo^nicas de perturbac~ao, o modelo acustico classico e




p = 0: (3.1)
A Eq. (3.1) e conhecida como equac~ao de Helmholtz onde as con-
dic~oes de contorno mais comuns s~ao determinadas da seguinte forma:
p = gA (Condic~oes essenciais), (3.2)
(rp)  n = hA (Condic~oes n~ao-essenciais), (3.3)
onde n e o vetor normal ao contorno do domnio analisado.
O termo gA s~ao valores de press~ao acustica prescritas. Com o
termos hA pode-se prescrever valores de velocidade de partcula (uA)
normais ao contorno da seguinte forma:
hA =  i!0(uA  n): (3.4)
A Eq. (3.1) e suas condic~oes de contorno estabelecem o problema
na formulac~ao forte (strong form), pois estas devem ser satisfeitas conti-
nuamente em todos os pontos do domnio. Com a aplicac~ao de soluc~oes




p = R(p); (3.5)






sendo fi a i-esima func~ao de aproximac~ao, ai o i-esimo coeciente da
combinac~ao linear e m e o numero de termos na combinac~ao linear.
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De acordo com o metodo de resduos ponderados os \melhores"




 = 0 para i = 1; :::;m; (3.7)
sendo cada pi uma func~ao ponderac~ao e 
 o interior do domnio ana-
lisado.
Como a func~ao resduo R(p) nada mais e do que a equac~ao dife-










 = 0: (3.8)
Para reduc~ao da ordem das derivadas do primeiro termo da Eq.
(3.8), utiliza-se a regra da cadeia dada por
r  (pirp) =rpi rp+ pip: (3.9)
A substituic~ao da Eq. (3.9) na Eq. (3.8) resulta emZ






 = 0: (3.10)
Aplicando o teorema da diverge^ncia de Gauss no segundo termo











(pirp)  n d@
 = 0; (3.11)
onde @
 e o contorno do domnio analisado.
O teorema da diverge^ncia proporciona a inclus~ao de condic~oes de
contorno n~ao-essenciais no equacionamento na forma de uma integral
sobre @
. A Eq. (3.11) juntamente com as condic~oes de contorno
essenciais determinam a formulac~ao do problema na forma fraca.
Pelo FEM, divide-se o domnio total do problema analisado em
subdomnios menores denominados elementos. Em cada elemento de-
termina-se um conjunto de func~oes de aproximac~ao e de graus de li-
berdade satisfazendo alguns criterios de converge^ncia. Deste modo, na
acustica classica, a press~ao acustica em cada elemento e expressa em
termos da combinac~ao linear de func~oes de aproximac~ao e das press~oes
acusticas nodais, sendo escritas da seguinte forma matricial:
p = fNgT fPeg ; (3.12)
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onde:
fNg = fN1 N2   NqgT ; (3.13)
fPeg = fP1 P2   PqgT ; (3.14)
sendo fPeg o vetor de de press~oes acusticas em cada no do elemento,
fNg o vetor de func~oes de aproximac~ao do elemento.
Seguindo o metodo de Galerkin, as func~oes ponderac~ao s~ao iguais
as func~oes de aproximac~ao (p = [N ]). Portanto, com a substituic~ao
da Eq. (3.12) e das func~oes ponderac~ao na formulac~ao fraca (3.11),
obtem-se
 !2[Mae ] fPeg+ [Kae ] fPeg = f0g ; (3.15)
sendo [Kae ] a matriz de rigidez acustica do elemento e [M
a
e ] a matriz de
inercia acustica do elemento.
As matrizes [Kae ] e [M
a
















e e o interior do domnio do elemento e [rN ] e a matriz dos
gradientes das func~oes de aproximac~ao.
A matriz [rN ] depende do sistema de coordenadas do problema.
Como exemplo, para um sistema de coordenadas cartesiano ortogonal



















sendo x1, x2 e x3 as direc~oes do sistema de coordenadas.
Apos obtidas as matrizes elementares, tem-se o processo de mon-
tagem (assembly process). Este processo constroi as matrizes globais do
sistema atraves da conex~ao das matrizes de elementos adjacentes que
possuem pontos nodais em comum. Com as matrizes globais obtem-se a
equac~ao do problema acustico classico na forma discreta. Como exem-
plo, considerando uma cavidade acustica fechada com paredes rgidas
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(hA = 0), tem-se
 !2[Ma] fPg+ [Ka] fPg = f0g ; (3.19)
sendo fPg, [Ma] e [Ka] respectivamente: o vetor de press~oes nodais, a
matriz de inercia global e a matriz de rigidez global acusticas.
3.2 FORMULAC~AO FEM PARA O MODELO LRF
No trabalho de Beltman [2] encontra-se a formulac~ao de Elemen-
tos Finitos para o modelo LRF que e obtida pelo metodo de resduos
ponderados. Esta formulac~ao e desenvolvida a partir da Eq. (2.25)
onde as variaveis s~ao dependentes somente das coordenadas na direc~ao
de propagac~ao xpd. Neste sentido, os elementos derivados para o mo-
delo LRF possuem caractersticas unidimensionais ou bidimensionais.
Apos a formulac~ao, a discretizac~ao do sistema e similar ao modelo
acustico classico resultando no seguinte sistema de equac~oes globais:
 !2[Ma(s)] fPg+ [Ka] fPg = f0g : (3.20)

























cd as dimens~oes do domnio acustico na direc~ao de pro-
pagac~ao e na direc~ao transversal a propagac~ao respectivamente.
As matrizes de inercia e rigidez acusticas do modelo LRF e do
modelo acustico classico s~ao praticamente ide^nticas sendo diferenciadas
apenas pela constante   2 na matriz [Ma(s)]. Neste sentido, pode-se
aplicar o modelo LRF em Elementos Finitos desenvolvidos para acus-
tica classica onde os efeitos viscotermicos s~ao includos atraves de um











sendo que k e o numero de onda utilizado na acustica classica.
Como pode-se visualizar, a formulac~ao de Elementos Finitos para
o modelo LRF possui o termo   que e obtido atraves de soluc~oes analti-
cas como a demonstrada na Sec~ao 2.3.1. Por esta raz~ao, a aplicabilidade
desta formulac~ao numerica possui limitac~oes tanto geometricas quanto
de condic~oes que satisfacam as hipoteses simplicativas do modelo. As
limitac~oes desta formulac~ao ser~ao avaliadas no Captulo 4.
3.3 FORMULAC~AO FEM PARA O MODELO NSFL
A aplicac~ao que motivou este trabalho possui geometrias com-
plexas com variac~oes bruscas que n~ao s~ao previstas pelo modelo LRF.
Para obter um modelo numerico mais robusto e aplicavel a geometrias
e condic~ao de contorno mais complexas optou-se pela formulac~ao por
Elementos Finitos do modelo NSFL. A formulac~ao sera baseada no sis-
tema de equac~oes (2.10), onde a equac~ao de Navier-Stokes (2.10a) e








onde rs e o tensor tens~ao viscosa [13], dado por









Os ndices r e s denotam as direc~oes do sistema de coordenadas




1; r = s
0; r 6= s:
(3.27)
Diferentemente da formulac~ao FEM para o modelo LRF, as for-
mulac~oes para o modelo NSFL solucionam a temperatura acustica e
a velocidade de partcula de forma numerica. Ser~ao aqui implemen-
tadas duas formas de abordagem: uma formulac~ao irredutvel e uma
formulac~ao mista (mixed formulation).
A formulac~ao irredutvel possui menor quantidade de graus de
liberdade que a formulac~ao mista. Porem, na literatura, foram consta-
tados problemas numericos para soluc~ao pela formulac~ao FEM irredu-
tvel devido ao efeito de travamento (\locking") [9, 11]. A formulac~ao
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mista e uma alternativa para evitar o efeito de travamento. Para ve-
ricac~ao da ecie^ncia e limitac~oes das formulac~oes irredutvel e mista,
optou-se pela implementac~ao de ambas formulac~oes.
3.3.1 Formulac~ao irredutvel
Esta formulac~ao e baseada no trabalho de Joly et. al. [45], no
qual o sistema de equac~oes do modelo NSFL (2.10) e, algebricamente,
reduzido a um sistema de equac~oes com as variaveis de temperatura
acustica e velocidade de partcula.
Para reduzir as Eqs. (2.10), elimina-se a densidade acustica da
equac~ao da continuidade atraves da substituic~ao da Eq. (2.10d) na Eq.








+r  u = 0: (3.28)
Elimina-se tambem a press~ao acustica (p) da equac~ao de Navier-
Stokes pela substituic~ao da Eq. (3.28) na Eq. (3.25). Desta forma, o
















i!0Cv + P0(r  u) = ; (3.29b)
e sera aqui denominado formulac~ao irredutvel.
As condic~oes de contorno s~ao atribudas da seguinte forma:
I - Condic~oes de contorno termicas:
 = gT (temperatura prescrita), (3.30)
r  n = hT (uxo de calor prescrito). (3.31)
II - Condic~oes de contorno meca^nicas:
u = gM (velocidade prescrita), (3.32)
( pI +)n = hM (tens~ao prescrita), (3.33)
sendo n o vetor unitario normal ao contorno, I o tensor identidade e p
28






(r  u): (3.34)
Atraves da Eq. (3.34) obtem-se o valor da press~ao acustica no
pos-processamento da soluc~ao do sistema na Eq. (3.29).
O sistema de equac~oes diferenciais parciais na Eq. (3.29) pode ser
escrito na forma fraca atraves do metodo de resduos ponderados. Por
este metodo multiplica-se o sistema de equac~oes por func~oes ponderac~ao
seguindo pela integrac~ao sobre o domnio do uido. A integrac~ao por
partes e o teorema da diverge^ncia reduzem as derivadas de segunda
ordem do sistema e estabelecem as condic~oes de contorno naturais das
Eqs. (3.31) e (3.33). Estes procedimentos est~ao mais detalhados no































 = 0; (3.35a)Z










sendo ur a func~ao ponderac~ao correspondente a velocidade de partcula
na direc~ao er, 
 a func~ao ponderac~ao correspondente a temperatura
acustica e os ndices r e s denotam as direc~oes do sistema de coorde-
nadas.
Atraves da aproximac~ao de Galerkin, pode-se obter a seguinte



























































Os termos fhMg e fhT g dependem de condic~oes de contorno
n~ao-essenciais do problema analisado.
A simetria apresentada na Eq. (3.36) e obtida pela divis~ao da
Eq. (3.35b) por  T0 de acordo com a proposta de [13, 46]. A simetria
do sistema de equac~oes possui vantagens em alguns metodos de soluc~ao
direta reduzindo o custo computacional da soluc~ao [46].
Esta formulac~ao representa um sistema numericamente instavel
devido ao efeito de travamento (\locking") [9]. Este efeito e muito de-
pendente da forma na qual o sistema e discretizado e pode ser redu-
zido utilizando malhas especcas ou com reno adaptativo [11]. Outra
forma de evitar a instabilidade numerica e a aplicac~ao de formulac~oes
mistas [9, 13] como a que sera apresentada na proxima sec~ao.
3.3.2 Formulac~ao mista
Nesta formulac~ao, a press~ao acustica (p) juntamente com a equa-
c~ao da continuidade permanecem no sistema de equac~oes do modelo
NSFL. A densidade acustica () e removida da Eq. (2.10) da mesma
forma apresentada na Sec~ao 3.3.1. Utiliza-se a Eq. (3.28) para remover
a velocidade de partcula da Eq. (2.10b). Aplicando as substituic~oes

















+r  u = 0; (3.40c)
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juntamente com as condic~oes de contorno nas Eqs. (3.30) a (3.33).
A formulac~ao mista na Eq. (3.40) pode ser escrita na forma
fraca, atraves do metodo de resduos ponderados detalhado no Ape^n-
























 = 0; (3.41a)Z
















+ pr  u d
 = 0: (3.41c)
Para tornar simetricas as matrizes do sistema discretizado por
FEM, divide-se Eq. (3.41b) por  T0 e multiplica-se a Eq. (3.41c) por






































































4 VALIDAC~AO DOS MODELOS ACUSTICOS
VISCOTERMICOS
Neste captulo ser~ao aplicadas as formulac~oes para modelos acus-
ticos viscotermicos apresentadas nos captulos anteriores. Como objeto
de estudo ser~ao adotadas dois sistemas acusticos para analise com mo-
delos analticos e numericos. A geometria dos sistemas s~ao tubulares e
ser~ao avaliadas experimentalmente para comparac~ao dos resultados.
Primeiramente, sera avaliado um tubo simples onde ser~ao apli-
cadas a soluc~ao analtica do modelo LRF e as formulac~oes FEM do
modelo NSFL apresentadas no captulo anterior. Em seguida, um tubo
com uma variac~ao brusca de sec~ao sera avaliado com as formulac~oes
FEM dos modelos LRF e NSFL para uma avaliac~ao da aplicabilidade
de cada modelo numerico atraves da comparac~ao com dados experi-
mentais.
4.1 AVALIAC~AO EXPERIMENTAL
Apresenta-se aqui a metodologia utilizada para se obterem os
resultados experimentais que ser~ao comparados com os resultados cal-
culados pelos modelos acusticos viscotermicos nas proximas sec~oes deste
captulo.
4.1.1 Aparato Experimental
Os tubos que foram avaliados s~ao de materiais metalicos, sendo o
tubo simples feito de alumnio com aproximadamente 0,4 mm de espes-
sura de parede e o tubo com variac~ao de sec~ao feito em aco inoxidavel
com aproximadamente 0,6 mm de espessura de parede. As geometrias
destes tubos ser~ao apresentadas nas proximas sec~oes deste captulo.
Os testes foram realizados em uma ca^mara anecoica a uma tem-
peratura de aproximadamente 20 oC, sendo que as propriedades do ar
utilizadas nas analises est~ao apresentadas na Tabela 4.1.
Para as medic~oes foram utilizados os seguintes equipamentos:
 dois microfones 1/2" de campo difuso pre-polarizados;
 um alto-falante convencional;
 um amplicador de pote^ncia B&K 2706;
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 software e hardware de analise de sinais Pulse Labshop v.10.1;
 um Laptop Toshiba.










 1,81  10 5 [Pa.s]
 -1,21  10 6 [Pa.s]
A montagem dos equipamentos para a medic~ao pode ser visua-
lizada na Figura 4.1.
Figura 4.1: Montagem do aparato experimental.
Os tubos analisados possuem dia^metros comparaveis ao dia^me-
tro do microfone, tornando necessario o uso de ponteiras junto com os
microfones. As ponteiras s~ao tubos de pequeno dia^metro que s~ao aco-
pladas aos microfones para medic~ao da press~ao acustica em locais de
33
difcil acesso ou em locais onde a dimens~ao do microfone gera interfe-
re^ncia no campo acustico.
As ponteiras utilizadas nos experimentos possuem as dimens~oes
apresentadas na Figura 4.2 e s~ao posicionadas em relac~ao ao tubo ana-
lisado conforme a Figura 4.3. O efeito destas ponteiras na medic~ao
sera corrigido atraves de uma calibrac~ao que sera apresentada na Se-
c~ao 4.1.3.
Figura 4.2: Dimens~oes (em milmetros) das ponteiras utilizadas nos experi-
mentos.
Figura 4.3: Posic~ao das ponteiras em relac~ao ao tubo analisado.
A conex~ao do alto-falante ao tubo e feita atraves de uma man-
gueira onde coloca-se a primeira ponteira atraves de um furo proximo
a entrada do tubo. A segunda ponteira e colocada proximo a sada do
tubo que ca aberta para o ambiente.
34
4.1.2 Procedimento experimental
Este procedimento experimental visa obter uma relac~ao entre
as press~oes acusticas medidas nas extremidades dos tubos analisados





sendo P1(f) e P2(f) os espectros de press~ao acustica medidos nos res-
pectivos microfones dispostos na Figura 4.1.
A func~ao de transfere^ncia e obtida experimentalmente atraves
do autoespectro do sinal no microfone 1 (S11(f)) e do espectro cruzado





Para execuc~ao do experimento, e gerado um sinal de rudo branco
de forma a excitar toda faixa de freque^ncia analisada. Durante a medi-
c~ao de H(f), monitora-se a func~ao coere^ncia que mede a correlac~ao en-
tre os sinais de press~ao medidos e apresenta valores entre 0 e 1. Valores
de coere^ncia proximos a 1.0 indicam que os sinais possuem correlac~ao,
indicando uma boa qualidade da medic~ao.
Na Figura 4.4 apresentam-se as curvas da func~ao coere^ncia ob-
tidas nas medic~oes dos tubos que ser~ao analisados nas proximas sec~oes
deste captulo. As medic~oes foram realizadas em uma ca^mara anecoica
e apresentaram valores da func~ao coere^ncia satisfatorios para as anali-
ses.
4.1.3 Calibrac~ao das ponteiras
As duas ponteiras utilizadas possuem geometrias muito proximas
entre si tal que seus efeitos sobre o ensaio s~ao praticamente anulados ao
medir-se a func~ao de transfere^ncia H(f). Para anular efeitos residuais
devido as imperfeic~oes geometricas das ponteiras faz-se uma calibrac~ao
das mesmas para a correc~ao dos dados medidos.
A calibrac~ao e feita de forma relativa atraves da medic~ao de
uma func~ao de transfere^ncia de calibrac~ao H(f)calibrac~ao. Para isto,
coloca-se uma ponteira em frente a outra para medir a press~ao acus-
tica proxima do mesmo ponto conforme a Figura 4.5 e o procedimento
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Tubo com variac¸a˜o de sec¸a˜o
Figura 4.4: Curvas da func~ao coere^ncia entre os sinais medidos na H(f).






A Figura 4.6 apresenta os espectros de magnitude e fase da
H(f)calibrac~ao. Os espectros mostram a inue^ncia das ponteiras na
medic~ao das func~oes de transfere^ncia. Caso n~ao houvesse inue^ncia
das ponteiras, o espectro de magnitude de H(f) seria um valor cons-
tante e igual a 1.0 [Pa/Pa] e o espectro da fase seria constante e igual
a zero. Os picos apresentados nos espectros se devem a possibilidade
de pequenas diferencas geometricas entre as ponteiras.
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Figura 4.5: Posicionamento dos ponteiras para calibrac~ao [44].


























Figura 4.6: Curvas de amplitude e fase da H(f) de calibrac~ao das ponteiras.
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4.2 CONDIC~OES DE CONTORNO
Para construc~ao dos modelos acusticos das geometrias tubulares
avaliadas pelo aparato experimental apresentado, ser~ao assumidas as
seguintes condic~oes de contorno aos modelos acusticos viscotermicos
avaliados.
 Paredes dos tubos rgidas e isotermicas com velocidades nulas;
 Press~ao acustica unitaria e condic~ao adiabatica na extremidade
do microfone 1;
 Impeda^ncia de radiac~ao e condic~ao adiabatica na extremidade do
microfone 2.
A impeda^ncia aplicada em uma extremidade do tubo e a impe-






(ka)2 + i 0; 6133(ka)

; (4.4)
sendo a o raio do tubo.
A impeda^ncia apresentada pela Eq. (4.4) e uma aproximac~ao
para valores de ka 1. O tubo simples sera avaliado ate a freque^ncia
de 3000 Hz (ka = 0; 24) e o tubo com variac~ao de sec~ao sera avaliado
ate a freque^ncia de 6000 Hz (ka = 0; 48). Apesar dos valores maximos
de ka nas analises n~ao estarem dentro da faixa de aproximac~ao de ~Zrad,
os resultados calculados ainda s~ao satisfatorios.
4.3 TUBO SIMPLES
Como primeira aplicac~ao, sera analisada a propagac~ao acustica
em um tubo simples com a geometria da Figura 4.7.
Figura 4.7: Geometria do tubo simples (dimens~oes em milmetros).
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4.3.1 Modelo LRF analtico
Para solucionar o modelo LRF analiticamente, as condic~oes de
contorno assumidas na Sec~ao 4.2 s~ao aplicadas conforme a Figura 4.8.
Figura 4.8: Condic~oes de contorno aplicadas ao tubo simples.
A modelagem analtica para tubos cilndricos e apresentada na
Sec~ao 2.3.1. Nesta sec~ao, calcula-se uma constante de propagac~ao  
atraves das mesmas condic~oes de contorno utilizadas nas paredes do
tubo: u(R) = v(R) = (R) = 0. A constante de propagac~ao possui
papel importante para soluc~ao da Eq. (3.1), que tem a seguinte soluc~ao
escrita na forma dimensional:
p(x) = P0( ~Ae
 kx + ~Be  kx); (4.5)
onde ~A e ~B s~ao constantes complexas que ser~ao determinadas pelas
condic~oes de contorno nas extremidades do tubo.
Como tambem mostrado na Sec~ao 2.3.1, as outras variaveis do
modelo LRF s~ao dependentes da press~ao acustica. Desta forma, a so-
luc~ao para velocidade de partcula na direc~ao axial do tubo que e dada










( ~Ae kx   ~Be  kx): (4.6)
A condic~ao de contorno ~Zrad dada pela Eq. (4.4) foi determinada
a partir do modelo acustico classico onde a impeda^ncia caracterstica do
meio e igual a (0c0). A impeda^ncia caracterstica do meio no modelo
LRF e obtida atraves da velocidade media de u(x; r) em relac~ao a r
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O termo (0c0)=G e a impeda^ncia caracterstica do meio corrigida
devido ao perl de velocidade gerado pelos efeitos viscotermicos [41].
Portanto, para aplicar a impeda^ncia de radiac~ao ao tubo utili-
zando o modelo LRF, a impeda^ncia de cada meio foi normalizada pela










Com a aplicac~ao das condic~oes de contorno nas extremidades do
tubo, tem-se o seguinte sistema de equac~oes:
1. Em x = 0:
P0( ~A+ ~B) = 1: (4.10)




( ~Ae kL + ~Be  kL)
( ~Ae kL   ~Be  kL) : (4.11)
O sistema de equac~oes lineares acima e resolvido para freque^ncias
discretas onde determina-se as constantes complexas ~A e ~B. Com as
constantes determinadas, retorna-se a Eq. (4.5) onde pode-se calcular
a press~ao acustica em qualquer ponto do tubo e obtem-se a func~ao de
transfere^ncia H(f).
4.3.2 Modelos NSFL
As formulac~oes FEM para o modelo NSFL apresentadas na Se-
c~ao 3.3 foram aplicadas ao tubo simples. Foram utilizados elementos
bidimensionais com coordenadas cilndricas e uma condic~ao de simetria
axial devido ao menor custo computacional para a soluc~ao.
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As condic~oes de contorno meca^nicas e termicas na parede do
tubo s~ao aplicadas aos modelos NSFL atraves das seguintes condic~oes:
gM = 0 (vetor velocidade de partcula nula); (4.12)
gT = 0 (temperatura acustica nula). (4.13)
A condic~ao de simetria e aplicada atraves das condic~oes de:
(gM  n) = 0 (velocidade de partcula normal nula); (4.14)
hT = 0 (condic~ao adiabatica). (4.15)
Na entrada do tubo, aplicam-se as condic~oes de:
(hM  n) = 1 (tens~ao normal unitaria); (4.16)
hT = 0 (condic~ao adiabatica). (4.17)
Na sada do tubo, aplicam-se as condic~oes de:
(hM  n) = ~Zrad (u  n) (tens~ao normal); (4.18)
hT = 0 (condic~ao adiabatica). (4.19)
As condic~oes de contorno meca^nicas nas extremidades do tubo
s~ao aplicadas como condic~oes n~ao-essenciais. A press~ao unitaria e a
impeda^ncia de radiac~ao s~ao aplicadas atraves das respectivas tens~oes
normais conforme apresentado por [46]. As condic~oes de contorno apli-
cadas na formulac~ao fraca podem ser visualizadas na Figura 4.9.
Figura 4.9: Condic~oes de contorno dos modelos NSFL aplicadas ao tubo sim-
ples.
A discretizac~ao da geometria foi feita com elementos retangulares
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da forma apresentada na Figura 4.10. Para solucionar o modelo de
forma adequada, a malha de elementos precisa de um reno proximo a
parede do tubo. Alem de uma discretizac~ao mais renada, as func~oes de
forma dos elementos s~ao quadraticas para representar apropriadamente
a velocidade de partcula e temperatura acustica. Na formulac~ao mista,
a inclus~ao da press~ao acustica com func~oes de forma lineares tornam
o sistema numericamente estavel conforme o procedimento proposto
por [13].
As caractersticas do modelo numerico NSFL propiciam um custo
computacional muito maior do que os modelos acustico classico e LRF
para soluc~ao. No entanto, um estudo da discretizac~ao para o modelo
NSFL sera apresentado no Captulo 5 para avaliar discretizac~oes apro-
priadas para a soluc~ao eciente da formulac~ao FEM.
Figura 4.10: Malha 2D do tubo simples para a soluc~ao dos modelos NSFL.
A implementac~ao das formulac~oes FEM do modelo NSFL fo-
ram realizadas por meio da aplicac~ao da formulac~ao fraca no codigo
comercial Comsol 3.5a [34]. Neste codigo foram escolhidas as func~oes
de forma para cada variavel dependente no sistema de equac~oes junto
com a respectiva func~ao ponderac~ao da aproximac~ao de Galerkin. O
processo de construc~ao e montagem do elemento e feito automatica-
mente pelo codigo. No Comsol, foi escolhido um algoritmo de soluc~ao
direta chamado PARDISO. Este algoritmo e indicado para soluc~ao de
sistemas lineares com matrizes simetricas com maior velocidade [46].
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O sistema de equac~oes foi solucionado para cada freque^ncia dis-
creta no intervalo de 100 Hz a 3000 Hz com o passo de freque^ncia de
10 Hz. Esta faixa de freque^ncia foi escolhida de forma a obter as me-
nores freque^ncias incluindo tre^s ressona^ncias do sistema onde os efeitos
viscotermicos ser~ao mais pronunciados para este dia^metro de tubo.
Os resultados calculados pelos modelos NSFL foram obtidos na
entrada e sada do tubo, na regi~ao mais proxima possvel do local onde
o sensor foi posicionado na avaliac~ao experimental.
4.3.3 Resultados
Na Figura 4.11, apresenta-se a magnitude da func~ao de trans-
fere^ncia H(f) obtida com a formulac~ao irredutvel do modelo NSFL.
Na comparac~ao dos resultados obtidos entre os modelos NSFL e LRF,
observa-se uma grande converge^ncia dos modelos.
A instabilidade numerica mencionada na Sec~ao 3.3.1 e consta-
tada na Figura 4.11 onde ha uma pequena variac~ao em relac~ao ao mo-
delo LRF na faixa de freque^ncia abaixo de 500 Hz. A instabilidade
numerica e quase imperceptvel pois a malha retangular utilizada (ver
Figura 4.10) acabou por favorecer a diminuic~ao do efeito de travamento
da malha. Esta instabilidade numerica sera mais pronunciada na se-
gunda geometria avaliada neste captulo.
A comparac~ao dos modelos viscotermicos com o modelo acustico
classico mostra que a acustica classica representou o comportamento do
tubo com menor precis~ao que os modelos viscotermicos apresentando
grandes erros nas ressona^ncias do sistema como pode se visualizar nas
Figuras 4.11 e 4.12. Apesar das diferencas entre os resultados calcu-
lados e medidos, os valores calculados pelos modelos viscotermicos se
mostram mais proximos aos dados experimentais.
A comparac~ao da magnitude de H(f) obtida com a formulac~ao
mista do modelo NSFL e o modelo LRF esta apresentada na Figura 4.12
onde os resultados obtidos apresentaram uma concorda^ncia perfeita.
A distribuic~ao da press~ao acustica, calculada pelo modelo NSFL
nas freque^ncias de ressona^ncia do tubo simples, est~ao apresentadas na
Figura 4.13. Nesta gura pode-se visualizar que a press~ao acustica e
praticamente constante na direc~ao radial. A press~ao acustica constante
na direc~ao radial do tubo (ou na direc~ao transversal de outras geome-
trias) e assumida nos modelos LRF e se mostra muito razoavel diante
dos resultados obtidos nas Figuras 4.11 e 4.12.
A distribuic~ao da magnitude de temperatura acustica (em 1680
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Figura 4.11: Magnitude deH(f) para o tubo simples calculada com o modelo
numerico NSFL com formulac~ao irredutvel.
Hz) na regi~ao proxima ao meio do tubo (x = 0,1 m) pode ser visualizada
na Figura 4.14. Nesta gura observa-se que a temperatura acustica, que
e praticamente constante no centro do tubo (r = 0), possui uma grande
variac~ao na parede (r = 4,4 10 3 m) onde ha a condic~ao de contorno
isotermica ( = 0).
Para melhor visualizac~ao e comparac~ao dos modelos NSFL com
o modelo LRF foram obtidos pers de magnitude ao longo da linha
tracejada na Figura 4.14. Nas Figuras 4.15 e 4.16 est~ao apresentados,
respectivamente, os pers de magnitude de velocidade de partcula axial
e de temperatura acustica nas freque^ncias de ressona^ncia do tubo (em
x = 0,1 m). Nestas comparac~oes pode-se perceber que os pers se tor-
nam mais suaves e semelhantes aos pers do modelo LRF analtico nas
freque^ncias maiores. Este fato se deve a malha adotada para soluc~ao
dos modelos NSFL (ver Figura 4.10). Esta malha possui pouca quan-
tidade de elementos na regi~ao da camada limite nas freque^ncias mais
baixas ocasionando uma menor converge^ncia da soluc~ao numerica por
Elementos Finitos. Uma avaliac~ao da discretizac~ao da camada limite
sera apresentada no Captulo 5.
Pode-se notar tambem que a formulac~ao irredutvel apresenta
maiores instabilidades do que a formulac~ao mista nos pers calculados.
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Figura 4.12: Magnitude deH(f) para o tubo simples calculada com o modelo
numerico NSFL com formulac~ao mista.
Este fato evidencia a presenca do efeito de travamento que n~ao foi
muito pronunciado nos resultados da magnitude de press~ao acustica
(ver Figura 4.11).
Apesar das diferencas apresentadas nos pers de magnitude cal-
culados pelos modelos NSFL, os resultados para a press~ao acustica se
mostram muito proximos do modelo LRF e dos dados experimentais.
As diferencas obtidas entre os dados experimentais e os modelos vis-
cotermicos apresentados nas Figuras 4.11 e 4.12 se devem ao posicio-
namento dos sensores e ser~ao investigadas com mais profundidade no
Captulo 6.
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Figura 4.13: Distribuic~ao da press~ao acustica calculadas pelos modelos NSFL
nas freque^ncias de ressona^ncia: a) 840 Hz, b) 1680 Hz e c) 2530
Hz.
Figura 4.14: Distribuic~ao da magnitude de temperatura acustica calculada
pelo modelo NSFL (formulac~ao mista) na freque^ncia de 1680
Hz.
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Figura 4.15: Perl da magnitude de velocidade de partcula axial calculados
pelos modelos NSFL nas freque^ncias de ressona^ncia: a) 840 Hz,
b) 1680 Hz e c) 2530 Hz.
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Figura 4.16: Perl da magnitude de temperatura acustica calculados pelos
modelos NSFL nas freque^ncias de ressona^ncia: a) 840 Hz, b)
1680 Hz e c) 2530 Hz.
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4.4 TUBO COM VARIAC~AO DE SEC~AO
Com o intuito de avaliar a capacidade de converge^ncia dos mo-
delos acusticos viscotermicos aplicados em geometrias mais complexas,
foi construda e avaliada uma amostra com a geometria da Figura 4.17.
Esta geometria permite avaliar a capacidade dos modelos viscotermi-
cos para representar a dissipac~ao acustica que a variac~ao de sec~ao ira
impor ao sistema. Esta amostra foi avaliada experimentalmente da
mesma forma apresentada na Sec~ao 4.1.
Figura 4.17: Geometria do tubo com variac~ao de sec~ao (dimens~oes em mil-
metros).
4.4.1 Modelo LRF
Devido a variac~ao brusca de sec~ao na geometria avaliada, a so-
luc~ao do modelo LRF sera obtida por uma formulac~ao FEM ao inves
da formulac~ao analtica utilizada na sec~ao anterior. A formulac~ao ana-
ltica n~ao pode ser utilizada pois a propagac~ao da onda acustica na
geometria deste sistema n~ao sera completamente unidimensional. Na
transic~ao de sec~ao no tubo o perl plano da onda se deforma devido a
expans~ao brusca da sec~ao transversal. Esta caracterstica provoca erros
se o modelo for solucionado de forma analtica (unidimensional).
Como apresentado na Sec~ao 3.2, a formulac~ao FEM para o mo-
delo LRF resulta na soluc~ao de uma equac~ao semelhante a formulac~ao
para acustica classica. Portanto, pode-se calcular a constante de pro-
pagac~ao   para cada trecho com sec~ao transversal constante do tubo
da Figura 4.17 atraves da Eq. (2.23) e inserir na formulac~ao FEM para
acustica classica atraves de uma velocidade do som complexa calculada
pela Eq. (3.24). A constante de propagac~ao contabiliza a dissipac~ao
acustica devido aos efeitos viscotermicos presentes em cada trecho do
tubo com variac~ao de sec~ao.
Para esta soluc~ao numerica foram adotados elementos da formu-
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lac~ao acustica classica bidimensionais em coordenadas cilndricas e com
func~oes de forma quadraticas que possuem melhor converge^ncia que as
func~oes de forma lineares sem a necessidade de uma grande quantidade
de elementos.
Os valores de   foram aplicados conforme o dia^metro da res-
pectiva regi~ao do tubo apresentada na Figura 4.18 juntamente com as
condic~oes de contorno aplicadas.
Figura 4.18: Condic~oes de contorno do modelo LRF aplicadas ao tubo com
variac~ao de sec~ao.
4.4.2 Modelo NSFL
Assim como o tubo simples, os modelos NSFL aplicados ao tubo
com variac~ao de sec~ao tambem foram solucionados com elementos bidi-
mensionais com as mesmas func~oes de forma. Para soluc~ao dos modelos
NSFL aplicam-se as condic~oes de contorno conforme a Figura 4.19.
Figura 4.19: Condic~oes de contorno dos modelos NSFL aplicadas ao tubo
com variac~ao de sec~ao.
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Devido a variac~ao de sec~ao, foi adotada uma malha de elementos
com maior reno tanto na proximidade das paredes quanto proximo da
variac~ao de sec~ao, como mostrado na Figura 4.20.
Figura 4.20: Malha 2D do tubo com variac~ao de sec~ao para a soluc~ao dos
modelos NSFL.
4.4.3 Resultados
Na Figura 4.21, apresenta-se o resultado calculado pelo modelo
LRF solucionado de forma numerica. Assim como no tubo simples, a
comparac~ao do modelos LRF com o modelo acustico classico apresentou
diferencas, principalmente, no nvel de magnitude. Pode-se visualizar
tambem que os resultados calculados pelos modelos acusticos apresenta-
ram diferencas signicativas em relac~ao aos dados experimentais. Nesta
comparac~ao, pode-se visualizar que os espectros calculados apresentam
um deslocamento na segunda freque^ncia natural do sistema.
Os resultados obtidos pela formulac~ao irredutvel do modelo NSFL
est~ao mostrados na Figura 4.22. A instabilidade da formulac~ao irredu-
tvel se apresentou de forma muito mais clara para a malha adotada na
Figura 4.20. O efeito de travamento se mostrou nas baixas freque^ncias
onde os efeitos viscotermicos s~ao maiores. Nas freque^ncias mais altas,
a magnitude aproxima-se mais dos resultados calculados pelo modelo
LRF, porem as instabilidade ainda se apresentam.
Os resultados obtidos pela formulac~ao mista do modelo NSFL
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Figura 4.21: Magnitude de H(f) para o modelo LRF numerico.
est~ao mostrados na Figura 4.23. Nesta gura, pode-se constatar a
estabilidade numerica proporcionada pela formulac~ao mista do modelo
NSFL. Na comparac~ao do modelo NSFL com o modelo LRF, pode-se
observar que o modelo NSFL apresentou resultados mais proximos dos
dados experimentais.
As diferencas entre os resultados calculados e medidos apresen-
tadas nas Figuras 4.21 a 4.23 se devem a posic~ao real dos sensores na
analise experimental. O efeito da posic~ao dos sensores nos resultados
calculados ser~ao investigados no Captulo 6.
Nas Figuras 4.25 a 4.27 s~ao apresentadas as distribuic~oes da ve-
locidade de partcula (axial e radial) e temperatura acustica calculadas
pelo modelo NSFL (formulac~ao mista) na freque^ncia da segunda resso-
na^ncia do sistema. Na transic~ao da sec~ao transversal pode-se observar
os seguintes aspectos:
 Variac~ao brusca do perl de velocidade de partcula axial (ver
Figura 4.25);
 Magnitudes de velocidade de partcula radial comparaveis a ve-
locidade de partcula axial (ver Figuras 4.25 e 4.26);
 Variac~ao da temperatura acustica na regi~ao destacada na Fi-
gura 4.27 devido a condic~ao de contorno isotermica da parede.
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Figura 4.22: Magnitude de H(f) calculada com o modelo numerico NSFL
com formulac~ao irredutvel.
O modelo numerico LRF inclui a dissipac~ao acustica em cada
regi~ao do domnio atraves das constantes de propagac~ao  1 e  2 con-
forme a Figura 4.18. As constantes de propagac~ao s~ao calculadas con-
siderando os pers de velocidade de partcula axial e de temperatura
acustica que s~ao calculados analiticamente. Como no calculo anal-
tico dos pers de velocidade de partcula axial e temperatura acustica
considera-se a sec~ao transversal constante, os aspectos listados acima
n~ao s~ao considerados no modelo LRF. Estes aspectos contribuem para
uma dissipac~ao adicional da energia acustica que se traduz em menores
valores da magnitude de H(f) conforme apresentado na Figura 4.23.
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Figura 4.23: Magnitude de H(f) calculada com o modelo numerico NSFL
com formulac~ao mista.
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Figura 4.24: Distribuic~ao da press~ao acustica calculadas pelos modelos NSFL
nas freque^ncias de ressona^ncia: a) 1780 Hz, b) 3080 Hz e c) 4960
Hz.
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Figura 4.25: Magnitude de velocidade axial (em 3080Hz) calculada pelo mo-
delo NSFL.
Figura 4.26: Magnitude de velocidade radial (em 3080Hz) calculada pelo mo-
delo NSFL.
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Figura 4.27: Magnitude da temperatura acustica (em 3080Hz) calculada pelo
modelo NSFL.
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5 DISCRETIZAC~AO PARA OS MODELOS NSFL
Para soluc~ao do modelo NSFL, as formulac~oes FEM possuem de
tre^s a cinco variaveis dependentes, sendo que a maioria s~ao aproximadas
por func~oes quadraticas que, consequentemente, aumentam o numero
de graus de liberdade dos elementos nitos. Alem disso, a discretiza-
c~ao do sistema deve ser mais renada devido aos grandes gradientes
de velocidades e de temperatura acustica proximos as paredes do sis-
tema. Consequentemente, a soluc~ao numerica do modelo NSFL possui
um custo computacional muito maior do que as formulac~oes FEM dos
modelos acustico classico e LRF.
A escolha de uma discretizac~ao apropriada pode melhorar a con-
verge^ncia e reduzir o tempo de processamento dos modelos NSFL.
Como exemplo, adotando o caso do tubo simples analisado no capitulo
anterior e as discretizac~oes da Figura 5.1, pode-se mostrar a relac~ao do
custo computacional com as discretizac~oes adotadas. Na Figura 5.1, os
elementos das malhas 1, 2 e 3 s~ao quadrados com tamanho de aresta
iguais a 0,88 mm, 0,44 mm e 0,22 mm respectivamente. A malha 4 e
igual a malha da Figura 4.10 que possui elementos retangulares com
reno na regi~ao da camada limite proxima a parede do tubo.
Na Figura 5.2 pode-se comparar as curvas de magnitude de H(f)
obtidas com as malhas da Figura 5.1 juntamente com os respectivos
tempos de processamento. Tomando a soluc~ao analtica do modelo
LRF como refere^ncia, pode-se visualizar que a converge^ncia dos resul-
tados com a soluc~ao analtica foi maior com a malha 4 do que com
as malhas de elementos quadrados. Pode-se visualizar tambem que os
resultados obtidos com as malhas de elementos quadrados tendem a
soluc~ao analtica se a malha for mais renada, porem o custo computa-
cional para a soluc~ao sera ainda maior. O tempo de processamento da
soluc~ao para a malha 4 foi menor que as demais malhas da Figura 5.1,
mostrando que esta forma de discretizac~ao pode ser muito vantajosa.
Neste captulo busca-se avaliar a discretizac~ao mnima necessaria
para viabilizar a soluc~ao do modelo NSFL com menor custo computa-
cional.
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Figura 5.1: Malhas com elementos quadrados e retangulares avaliadas.





















Malha 1 / t = 314 s
Malha 2 / t = 1417 s
Malha 3 / t = 6845 s
Malha 4 / t = 51 s
LRF anal´ıtico
Figura 5.2: Comparac~ao das curvas de magnitude de H(f) obtidas com as
malhas da Figura 5.1.
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5.1 METODOLOGIA DE ANALISE
Para esta analise foi utilizado como objeto de estudo a geometria
e condic~oes de contorno do tubo simples apresentado na Sec~ao 4.3.
Foram utilizados tambem os valores das soluc~oes analticas do tubo
com modelo LRF que foram tomados como refere^ncia nesta analise. O
modelo NSFL foi apenas solucionado com formulac~ao mista pois possui
maior estabilidade numerica para as diferentes discretizac~oes que ser~ao
analisadas.
O estudo sera feito com base na analise do espectro das func~oes
erro de magnitude calculadas pelas seguintes express~oes:
p(f) =
jjp(f)j   jpref (f)jj
jpref (f)j ; (5.1)
onde jpj e jpref j s~ao magnitudes da press~ao acustica na sada do tubo,
calculadas pelos modelos NSFL e LRF respectivamente;
u(f) =
jju(f)j   juref (f)jj
juref (f)j ; (5.2)
onde juj e juref j s~ao medias espaciais da magnitude de velocidade de
partcula axial na sada do tubo, calculadas pelos modelos NSFL e LRF
respectivamente;
 (f) =
jj(f)j   jref (f)jj
jref (f)j ; (5.3)
onde j j e jref j s~ao medias espaciais da magnitude de temperatura
acustica na sada do tubo, calculadas pelos modelos NSFL e LRF res-
pectivamente.
Os valores de refere^ncia pref e uref s~ao obtidos pelas soluc~oes
analticas apresentadas nas Eqs. (4.5) e (4.7). O valor de refere^ncia

















( ~Ae kx + ~Be  kx):
(5.4)
Inicialmente, utilizaram-se malhas bidimensionais, pois possuem
menor custo computacional, facilitando a avaliac~ao. Posteriormente,
foram aplicadas malhas tridimensionais para analise e comparac~ao. As
discretizac~oes analisadas ser~ao descritas nas proximas sec~oes.
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5.1.1 Espessuras de camada limite
As regi~oes do uido adjacentes as paredes do tubo apresentam-
se grandes gradientes de velocidade de partcula e temperatura acus-
tica. Estas regi~oes s~ao normalmente chamadas de camada limite e seus
valores de espessura s~ao dependentes das propriedades do uido e da
freque^ncia de excitac~ao do sistema como pode ser visualizado nos pers
de magnitude da velocidade de partcula axial na Figura 5.3.


















f = 30 Hz
f = 300 Hz
f = 3000 Hz
Figura 5.3: Pers de magnitude da velocidade de partcula axial (normaliza-
dos).
Na Figura 5.3, o eixo vertical representa o raio do tubo onde no
limite superior tem-se uma parede e no limite inferior tem-se o centro
do tubo. No eixo horizontal tem-se os valores de amplitudes normali-
zadas pela respectiva amplitude no centro do tubo. Na parede pode-se
visualizar que as amplitudes de velocidade de partcula s~ao nulas e cres-
cem na direc~ao do centro do tubo conforme a freque^ncia de excitac~ao.
Diante do comportamento da velocidade de partcula na regi~ao proxima
a parede, necessita-se estabelecer um criterio de discretizac~ao desta re-
gi~ao que seja capaz de representar de forma apropriada o feno^meno
fsico.
As espessuras das camadas limites viscosa e termica podem ser
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determinadas pela soluc~ao de um modelo simplicado de uido in-
compressvel que move-se harmonicamente sobre uma superfcie plana.
Considerando que o uido move-se apenas na direc~ao x a soluc~ao da
velocidade de partcula e escrita da seguinte forma [39]:












onde  = =0 e denominado viscosidade cinematica.
O primeiro termo da Eq. (5.5) representa a velocidade principal
do uido que e a velocidade fora da camada limite. O segundo termo
representa a onda de cisalhamento que se congura em uma reac~ao para
cancelar a velocidade principal na superfcie (y = 0). A espessura da
camada limite e denida em [39] como a dista^ncia da parede para a qual
a velocidade de cisalhamento e igual e 1, ou seja, quando a amplitude
de velocidade de partcula decai 36,8% da velocidade principal. Nesta






De forma similar a velocidade de partcula, o perl de tempera-
tura acustica tambem pode ser obtido de forma simplicada e a camada





O valor das camadas limites obtidas acima n~ao compreendem
totalmente a regi~ao de onde as grandes variac~oes de velocidade de par-
tcula e temperatura acustica acontecem (ver Figura 5.4). Portanto, foi
adotada uma nova denic~ao de camada limite para as analises. Esta
nova camada limite viscosa e determinada como a dista^ncia da parede
para a qual a velocidade de partcula decai 1% da velocidade princi-
pal do uido. Desta forma, as novas camadas limites viscosa e termica
ser~ao determinadas pelas seguintes express~oes:










Figura 5.4: Magnitudes da velocidade de partcula axial e da temperatura
acustica no tubo simples na freque^ncia de 50Hz.
5.2 DISCRETIZAC~AO 2D
5.2.1 Parametrizac~ao das malhas analisadas
Para analisar as discretizac~oes, o domnio do tubo simples foi di-
vidido em duas partes onde cada subdomnio sera discretizado de forma
diferente. Apos a divis~ao dos subdomnios foram criados dois tipos de
malhas diferentes onde os elementos s~ao controlados pelos para^metros
apresentados nas Figuras 5.5 e 5.6.
O fato das camadas limites diminurem com o aumento da freque^n-
cia torna a freque^ncia maxima de analise um fator limitante para o
tamanho dos elementos na camada limite. Para as analises aqui rea-
lizadas, a regi~ao da camada limite foi delimitada com a espessura da
camada limite termica 0term avaliada na freque^ncia maxima de analise
f = 3000 Hz.
A espessura da camada limite termica foi escolhida por ser um
pouco maior do que a camada limite viscosa (ver Figura 5.4), garantindo
assim que as discretizac~oes sejam efetivas para ambas as camadas.
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Figura 5.5: Para^metros para discretizac~ao do tubo com a malha do tipo A.
Figura 5.6: Para^metros para discretizac~ao do tubo com a malha do tipo B.
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5.2.2 Discretizac~ao da camada limite
5.2.2.1 Malhas analisadas
Para analisar a discretizac~ao da camada limite, foram utilizados
os dois tipos de malhas apresentadas na Sec~ao 5.2.1. As malhas no
interior do tubo foram mantidas xas enquanto as malhas na camada
limite foram progressivamente incrementadas. Desta forma, pode-se
avaliar isoladamente o efeito na discretizac~ao da camada limite.
As malhas foram construdas atraves dos para^metros apresenta-
dos nas Figuras 5.5 e 5.6. Nas malhas do tipo A foram utilizados os
para^metros xos: tI = RI=3 e lE = L=30, ou seja, tre^s elementos na
direc~ao radial e trinta elementos na direc~ao axial do tubo. Um exemplo
desta malha esta mostrado na Figura 5.7. Os para^metros xos foram
obtidos apos alguns testes iniciais onde se observou que o para^metro lE
pode ser importante. Este para^metro sera avaliado na Sec~ao 5.2.3.
Nas malhas do tipo B, utilizou-se o para^metro xo lE = RI=2.
Neste tipo de malha o controle do tamanho dos elementos e menor
devido a forma triangular dos elementos no interior. Um exemplo desta
malha esta mostrado na Figura 5.8.
As analises foram feitas variando apenas o para^metro de espes-
sura tC dos elementos da camada limite.
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Figura 5.7: Malha tipo A com tC = 
0
term=3.





Na avaliac~ao das func~oes erro calculadas, percebe-se que os valo-
res s~ao mais pronunciados nas ressona^ncias do sistema, sendo reduzidos
a medida que aumenta-se a quantidade de elementos na espessura da
camada limite. Este comportamento e esperado, pois os feno^menos
dissipativos possuem maior inue^ncia nas ressona^ncias do sistema.
Nas Figuras 5.9 e 5.10 s~ao mostradas as func~oes p calculadas pe-
las malhas do tipo A e B, respectivamente. Comparando os resultados
destas guras pode-se visualizar que as malhas do tipo B apresentaram
erros menores do que as malhas do tipo A. Isto se deve a discretizac~ao
xa adotada nas malhas pois, enquanto a malha do tipo A possui trinta
elementos na direc~ao axial do tubo a malha do tipo B possui noventa
e seis elementos. Este aspecto sera melhor investigado na Sec~ao 5.2.3.
































Figura 5.9: Func~oes p calculadas para diferentes malhas do tipo A.
Nas Figuras 5.11 e 5.12 s~ao mostradas as func~oes  calculadas
pelas malhas do tipo A e B, respectivamente. Nestes resultados foi
observado um erro maior na malha do tipo B em freque^ncias baixas.
Esta diferenca pode ter ocorrido devido ao aumento da camada limite
quando se diminui a freque^ncia. Como a malha do tipo B possui ape-
nas dois elementos na regi~ao interna do tubo (ver Figura 5.8), esta
malha apresenta maior erro do que a malha do tipo A que possui tre^s
elementos.
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Figura 5.10: Func~oes p calculadas para diferentes malhas do tipo B.
Nas Figuras 5.13 e 5.14 s~ao mostradas as func~oes u calcula-
das pelas malhas do tipo A e B, respectivamente. Na comparac~ao dos
resultados obtidos observa-se que os erros possuem valores muito seme-
lhantes para ambos os tipos de malha.
Vale lembrar que a espessura da camada limite termica foi ado-
tada como valor de refere^ncia para a discretizac~ao por ser maior do que
a camada limite viscosa. Portanto, as discretizac~oes adotadas abrangem
uma parte do comportamento viscoso alem da camada limite viscosa.
Este fato pode ter sido importante na avaliac~ao das func~oes u que
apresentaram valorem menores do que as func~oes  .
A partir da analise dos resultados para a geometria do tubo
simples, e possvel observar que o uso de ao menos tre^s elementos na
espessura da camada limite com trinta elementos ao longo do compri-
mento do tubo permitem obter-se erros maximos de 10% em relac~ao a
soluc~ao analtica do modelo LRF. Estes valores maximos de erro cor-
respodem a menos de 1 dB de diferenca e sera adotado como criterio
para discretizac~ao da camada limite nas analises subsequentes.
Os valores de erro ainda podem ser diminudos com o acrescimo
de elementos na espessura da camada limite, porem a discretizac~ao ao
longo do comprimento do tubo tambem possui inuencia nas func~oes
de erro calculadas e sera analisa na proxima sec~ao.
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Figura 5.11: Func~oes  calculadas para diferentes malhas do tipo A.





































Figura 5.12: Func~oes  calculadas para diferentes malhas do tipo B.
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Figura 5.13: Func~oes u calculadas para diferentes malhas do tipo A.








































Figura 5.14: Func~oes u calculadas para diferentes malhas do tipo B.
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5.2.3 Discretizac~ao na direc~ao de propagac~ao da onda
A utilizac~ao de elementos com boa raz~ao de aspecto e dimens~oes
da ordem da espessura da camada limite eleva muito o custo computa-
cional para soluc~ao do sistema como mostrado na Figura 5.2. O estudo
da discretizac~ao na direc~ao de propagac~ao da onda tem como objetivo
obter um criterio de tamanho maximo de elemento para reduc~ao do
custo computacional, mantendo um nvel aceitavel de erros na soluc~ao.
5.2.3.1 Malhas analisadas
Para analisar a discretizac~ao na direc~ao de propagac~ao da onda,
utilizou-se somente a malha do tipo A apresentada na Sec~ao 5.2.1, pois
este tipo de malha possibilita um controle preciso da discretizac~ao na
direc~ao axial do tubo.
As discretizac~oes na espessura da camada limite e no interior
do tubo foram xadas com os para^metros: tC = 
0
term=3 e tI = RI=3.
Foram analisadas diferentes discretizac~oes com a variac~ao do para^metro
lE apenas. Na Figura 5.15 tem-se um exemplo de malha adotada.
Figura 5.15: Exemplo de malha para analise da discretizac~ao na direc~ao de
propagac~ao da onda (lE = L=30).
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5.2.3.2 Resultados
Nas Figuras 5.16 a 5.18 est~ao apresentadas as func~oes p,  e u
calculadas com a malha descrita na Figura 5.15. No comportamento
das func~oes p e  observa-se uma reduc~ao em quase todo o espectro na
medida em que se aumenta a quantidade de elementos na direc~ao axial.
Por outro lado, a func~ao u apresentou comportamento semelhante ao
da analise da discretizac~ao da camada limite.
Alguns aspectos da avaliac~ao do comportamento das func~oes erro
precisam ser melhor investigados, porem os erros obtidos apresentaram
resultados satisfatorios. As func~oes erro calculadas nas Figuras 5.16 a
5.18 indicam um criterio para tamanho maximo de elemento na dire-
c~ao de propagac~ao da onda. Este criterio e o mesmo adotado para o
modelo acustico classico onde se recomenda o tamanho maximo do ele-
mento igual a 1=12 do comprimento de onda na freque^ncia maxima de
analise. Com a aplicac~ao deste criterio junto ao criterio para discretiza-
c~ao da camada limite obtiveram-se erros maximos de aproximadamente
10%, sendo que foram utilizados elementos com func~oes de aproxima-
c~ao quadraticas para a velocidade de partcula e temperatura acustica
e lineares para a press~ao acustica.



























Figura 5.16: Func~oes p calculadas para diferentes quantidades de elementos
na direc~ao axial.
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Figura 5.17: Func~oes  calculadas para diferentes quantidades de elementos
na direc~ao axial.

































O problema motivador deste trabalho (analise de alto-falantes
para aparelhos auditivos) possui uma geometria que n~ao pode ser ana-
lisada com malhas bidimensionais. Com o objetivo de testar o modelo
NSFL tridimensional, foi repetida a analise da discretizac~ao da camada
limite apresentada na Sec~ao 5.2.2 utilizando malhas tridimensionais.
O uso de elementos tridimensionais para o modelo NSFL au-
menta drasticamente o custo computacional da soluc~ao. Mediante os
criterios obtidos para os tamanhos maximos dos elementos nas Se-
c~oes 5.2.2 e 5.2.3, foram construdas malhas tridimensionais. Para uma
reduc~ao no custo computacional foram adotados planos de simetria nos
modelos criados.
A construc~ao das malhas tridimensionais foi semelhante as ma-
lhas bidimensionais, em que se discretizou a regi~ao da camada limite
variando-se somente a espessura do elemento conforme a Figura 5.19.
Foi construda uma malha bidimensional da metade de um crculo e
esta foi extrudada com trinta elementos ao longo do comprimento do
tubo conforme a Figura 5.20.
O uso de trinta elementos ao longo do comprimento do tubo
obedece ao criterio de tamanho maximo dos elementos na direc~ao de
propagac~ao da onda obtido na Sec~ao 5.2.3.2.
5.3.2 Resultados
As func~oes erro obtidas pela soluc~ao dos modelos NSFL tridi-
mensionais apresentaram o comportamento esperado, sendo muito se-
melhante aos modelos bidimensionais, como pode ser visto nas Figuras
5.21 a 5.23. Os criterios para discretizac~ao mnima, de tre^s elementos
na espessura da camada limite e doze elementos por comprimento de
onda, mostraram-se consistentes tambem para os modelos tridimensio-
nais, apresentando erros menores que 10% em relac~ao a soluc~ao anal-
tica do modelo LRF.
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Figura 5.19: Para^metros para avaliac~ao das malhas 3D.
Figura 5.20: Discretizac~ao tridimensional do tubo simples com plano XZ de
simetria.
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Figura 5.21: Func~oes p calculadas com malhas 3D e diferentes discretizac~oes
na camada limite.







































Figura 5.22: Func~oes  calculadas com malhas 3D e diferentes discretizac~oes
na camada limite.
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Figura 5.23: Func~oes u calculadas com malhas 3D e diferentes discretizac~oes
na camada limite.
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6 ESTUDO DAS CONDIC~OES DA ANALISE
EXPERIMENTAL
A comparac~ao dos resultados calculados pelos modelos acusticos
viscotermicos com os dados experimentais apresentou pequenas diferen-
cas no caso do tubo simples mostrado na Sec~ao 4.3. Porem, no caso do
tubo com variac~ao de sec~ao, as diferencas foram muito maiores do que
no tubo simples. Neste captulo, busca-se elucidar a causa das diferen-
cas encontradas entre resultados calculados e os dados experimentais.
6.1 METODOLOGIA
Em uma analise geral, ao se compararem apenas os resultados
calculados pelos modelos NSFL e LRF, nota-se que o comportamento
das curvas possuem muitas semelhancas. Este fato implica na possi-
bilidade de algumas condic~oes de contorno n~ao estarem representando
corretamente o sistema fsico.
O sistema acustico medido pelo aparato apresentado na Figura 4.1
envolve dois problemas acusticos distintos em cada regi~ao a seguir:
 Regi~ao interna: representado pela propagac~ao da onda acustica
no interior dos tubos;
 Regi~ao externa: dissipac~ao acustica gerada por um campo livre
na sada dos tubos que e representada nos modelos acusticos pela
condic~ao de contorno de impeda^ncia de radiac~ao ~Zrad.
A impeda^ncia de radiac~ao utilizada para soluc~ao dos modelos
acusticos apresentados no Captulo 4 e extrada da soluc~ao da radiac~ao
de um volume de ar que se comporta como um pist~ao [39]. Neste caso,
o perl de velocidade na sada do tubo e considerado plano, ou seja,
n~ao ha efeitos viscotermicos nesta aproximac~ao.
Para investigar se a impeda^ncia de radiac~ao e modicada quando
os efeitos viscotermicos estiverem presentes na formulac~ao acustica, faz-
se necessario modelar a radiac~ao acustica existente na regi~ao externa
dos tubos. A impeda^ncia de radiac~ao sera analisada atraves de um mo-
delo numerico de radiac~ao acustica que sera detalhado posteriormente.
Na analise experimental apresentada na Sec~ao 4.1, existem pe-
quenos afastamentos dos sensores com relac~ao a extremidade do tubo.
Estes afastamentos se devem ao dia^metro dos sensores e um pequeno
afastamento utilizado para n~ao haver contato do sensor com as paredes
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do tubo. Com o modelo de radiac~ao acustica, o efeito da posic~ao dos
sensores em relac~ao ao tubo sera analisado.
6.1.1 Congurac~ao experimental analisada
Para simplicar a construc~ao do modelo numerico, os tubos ana-
lisados no Captulo 4 foram novamente medidos com a utilizac~ao de
um ange retangular de aproximadamente 2,0 m x 1,5 m na extremi-
dade aberta de acordo com a Figura 6.1. Desta forma, simplica-se o
sistema acustico na regi~ao externa do tubo pois elimina-se os efeitos de
espessura das paredes do tubo e tambem o efeito de espalhamento das
ondas nas paredes externas do tubo.
O custo computacional das analises e reduzido pois, nesta con-
gurac~ao a regi~ao externa sera limitada pelo ange na sada do tubo
que sera modelado como uma semi-esfera.
Figura 6.1: Posic~ao do ange no tubo.
6.1.2 Modelo com impeda^ncia de radiac~ao
A impeda^ncia de radiac~ao para tubos angeados e obtida pela












onde S1( ) representa a func~ao de Struve de ordem 1.
Em baixas freque^ncias (ka 1), a impeda^ncia de radiac~ao pode











O tubos simples e o tubo com variac~ao de sec~ao ser~ao anali-
sados com as freque^ncias maximas de 3000 Hz (ka = 0; 24) e 6000
Hz (ka = 0; 48) respectivamente. Os modelos acusticos viscotermicos
foram calculados da mesma forma apresentada no Captulo 4 com apli-
cac~ao da impeda^ncia de radiac~ao aproximada na Eq. (6.2). Os valores
calculados pelos modelos viscotermicos apresentaram diferencas com re-
lac~ao aos dados experimentais semelhantes aos resultados obtidos com
tubos n~ao-angeados (ver Figuras 6.2 e 6.3)




























Figura 6.2: Magnitude de H(f) para o tubo simples angeado.
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Figura 6.3: Magnitude de H(f) para o tubo angeado com variac~ao de sec~ao.
6.1.3 Modelos acusticos em domnios externos sem restric~oes
Os problemas acusticos externos com domnios sem restric~oes
representam um desao para o metodo de elementos nitos. Para solu-
cionar tais problemas, o domnio sem restric~oes < precisa ser truncado
por uma condic~ao articial  R gerando um domnio computacional li-
mitado 
 como no exemplo da Figura 6.4 [47,48].
Figura 6.4: Exemplo de a) um domnio sem restric~oes e b) um domnio com-
putacional limitado para problemas acusticos externos.
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O truncamento do domnio do problema diminui o custo com-
putacional da soluc~ao por FEM, porem este procedimento precisa ser
balanceado para minimizar qualquer reex~ao espuria de forma eciente,
com erros menores que o erro devido a discretizac~ao do problema [48].
Existem variadas tecnicas para o truncamento do domnio ex-
terno como: condic~oes de contorno absorventes (Absorbing Boundary
Condition), elementos innitos e camadas absorventes [47].
As condic~oes de contorno absorventes possuem boa precis~ao po-
rem sua aplicabilidade e limitada a geometrias de contorno simples.
Pela tecnica de elementos innitos, a condic~ao de contorno arti-
cial e substituda por uma unica camada de elementos com compri-
mentos innitos (ver Figura 6.5). Os elementos innitos s~ao construdos
com func~oes bases harmo^nicas com a intenc~ao de representar o com-
portamento da soluc~ao no domnio sem restric~oes <.
Figura 6.5: Topologia de um elemento innito.
A tecnica de camadas absorventes consiste em um domnio ex-
terno 
x de Elementos Finitos com a formulac~ao modicada para ab-
sorver as ondas que deixam o domnio do problema 
 (ver Figura 6.6).
O metodo PML (Perfectly Matched Layer) se destacou como uma abor-
dagem de camadas absorventes projetadas com duas caractersticas ba-
sicas [49]:
 N~ao haver reex~oes na interface  R para qualquer direc~ao de onda
plana;
 Queda exponencial da soluc~ao dentro da camada absorvente.
O metodo PML foi apresentado primeiramente por Berenger [50]
como uma ferramenta para soluc~ao de ondas eletromagneticas em do-
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Figura 6.6: Topologia de uma camada absorvente.
mnios irrestritos utilizando o metodo de diferencas nitas no domnio
do tempo. Este metodo ganhou popularidade originando uma grande
quantidade de publicac~oes contendo formulac~oes alternativas e extens~ao
do metodo para outras aplicac~oes [47].
Aplicac~oes do metodo PML em formulac~oes FEM para modelos
acusticos podem ser encontradas em algumas literaturas como [51{54].
No codigo comercial Comsol 3.5a [34] tem-se este metodo aplicado na
formulac~ao FEM do modelo acustico classico para soluc~ao de problemas
em domnios bidimensionais e tridimensionais.
Utilizando a tecnica PML disponvel no codigo comercial Comsol
3.5a [34], foram construdos os modelos acusticos da propagac~ao na re-
gi~ao externa do tubo conforme a Figura 6.7. As condic~oes de contorno
mostradas na Figura 6.7 foram aplicadas conforme foram denidas para
cada modelo no Captulo 4. O domnio PML e congurado para absor-
ver as ondas sonoras que se radiam a partir do ponto central do tubo
na interface com o domnio externo.
As congurac~oes dos modelos avaliados ser~ao detalhadas nas se-
c~oes seguintes.
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Figura 6.7: Congurac~ao dos modelos acusticos bidimensionais dos tubos
angeados.
6.2 ANALISE DA IMPEDA^NCIA DE RADIAC~AO
A seguir sera avaliado o modelo numerico de propagac~ao acustica
na regi~ao externa do tubo acoplado com os modelos acusticos viscoter-
micos na regi~ao interna do tubo. Nesta analise, busca-se comparar os
resultados obtidos pelos modelos onde a regi~ao externa ao tubo e mo-
delada com os modelos onde se aplica apenas a impeda^ncia de radiac~ao
na interface aberta do tubo.
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6.2.1 Modelo acustico classico
Para validac~ao do metodo PML, os tubos foram avaliados pri-
meiramente com a formulac~ao FEM do modelo acustico classico. A
forma de aplicac~ao dos modelos esta disposta na Figura 6.8.
Figura 6.8: Congurac~ao para aplicac~ao do modelo acustico classico com ra-
diac~ao acustica.
A comparac~ao dos resultados obtidos do modelo acustico clas-
sico com PML e do modelo acustico classico com ~Zrad aplicada est~ao
mostrados nas Figuras 6.9 e 6.10. Os resultados para o tubo simples
apresentaram diferencas muito pequenas. No tubo com variac~ao de
sec~ao, os resultados apresentaram diferencas um pouco maiores nas
freque^ncias mais altas. Estas diferencas s~ao ocasionadas devido a faixa
de freque^ncia onde a aproximac~ao de ~Zrad e valida (ka 1).
Portanto, pode-se constatar que o metodo PML apresenta resul-
tados satisfatorios e pode ser utilizado de acordo com a congurac~ao
da regi~ao externa ao tubo proposta na Figura 6.8. Neste sentido, as
dimens~oes e congurac~oes desta regi~ao ser~ao preservadas e aplicadas
nas proximas analises deste captulo.
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Figura 6.9: Magnitude de H(f) para o tubo simples calculadas com o modelo
acustico classico com radiac~ao acustica.

























Figura 6.10: Magnitude de H(f) para o tubo com variac~ao de sec~ao calcula-
das com o modelo acustico classico com radiac~ao acustica.
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6.2.2 Modelo LRF
No modelo LRF, incluem-se os efeitos viscotermicos apenas no
domnio do tubo, como mostrado na Figura 6.11. A inclus~ao dos efeitos
e feita atraves da velocidade do som, de acordo com a Eq. (3.24) que e
dependente das propriedades do uido, do raio do tubo e da freque^ncia
de excitac~ao do sistema.
Figura 6.11: Congurac~ao para aplicac~ao do modelo LRF com radiac~ao acus-
tica.
A comparac~ao dos valores de magnitude calculados pelo modelo
LRF com PML e pelo modelo LRF com ~Zrad aplicada est~ao apresenta-
dos nas Figuras 6.12 e 6.13. De forma geral, os resultados se mostraram
ainda muito proximos como no modelo acustico classico. As diferencas
existentes na Figura 6.13 precisam ser melhor investigadas, mas ainda
s~ao muito pequenas quando comparadas com as diferencas em relac~ao
aos dados experimentais.
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Figura 6.12: Magnitude de H(f) para o tubo simples calculadas com o mo-
delo LRF com radiac~ao acustica.
























Figura 6.13: Magnitude de H(f) para o tubo com variac~ao de sec~ao calcula-
das com o modelo LRF com radiac~ao acustica.
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6.2.3 Modelos NSFL
O modelo NSFL foi acoplado ao modelo acustico classico atraves
dos dois tipos de congurac~ao apresentados na Figura 6.14. A congu-
rac~ao do tipo 2 te^m o objetivo de avaliar possveis efeitos na regi~ao da
sada do tubo.
Figura 6.14: Congurac~oes para aplicac~ao do modelo NSFL com radiac~ao
acustica.
O acoplamento dos modelos NSFL e acustico classico e feito atra-
ves das condic~oes de contorno n~ao-essenciais nas interfaces dos respec-
tivos domnios. No modelo NSFL, considera-se que a tens~ao normal a
interface (hM ) e igual a press~ao acustica no domnio acustico classico.
Inserindo esta condic~ao na formulac~ao fraca (3.41), a express~ao integral
sobre o contorno @










onde pa e a press~ao acustica do modelo acustico classico.
Por sua vez, no modelo acustico classico, considera-se que veloci-
dade de partcula na direc~ao normal a interface (hA) e igual a velocidade
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de partcula no domnio NSFL. Inserindo esta condic~ao na formulac~ao









pa(u  n) d@
; (6.4)
onde pa e a func~ao ponderac~ao aplicada ao modelo acustico classico
pelo metodo de Galerkin.
As Eqs. (6.3) e (6.4) originam as matrizes de acoplamento do
problema, que na forma matricial e escrito como2666664
[A] [0] [B] [S]
[0] [C] [D] [0]
[B]T [D]T [E] [0]



























pa(u  n) d@
; (6.7)
[F ] =  !2[Ma] + [Ka]: (6.8)
A comparac~ao dos valores de magnitude calculados pelo modelo
NSFL com PML e pelo modelo NSFL com ~Zrad aplicada est~ao apresen-
tados nas Figuras 6.15 e 6.16. Os valores de magnitude obtidos pelos
modelos NSFL com PML foram um pouco maiores do que os valores
obtidos pelo modelo NSFL com ~Zrad aplicada. O motivo das diferencas
de magnitude merece maior investigac~ao, porem as diferencas de todos
os resultados calculados pelos modelos NSFL com relac~ao aos dados
experimentais ainda permaneces muito maiores. Os diferentes tipos de
congurac~oes para os modelos NSFL mostrados na Figura 6.14 apre-
sentaram resultados com pequenas diferencas.
As impeda^ncias na sada do tubo tambem foram calculadas e
comparadas com a impeda^ncia de radiac~ao obtida analiticamente na
Eq. (6.2). Nas Figuras 6.17 e 6.18 est~ao plotadas as curvas de impe-
da^ncias obtidas para cada tipo de modelo com PML solucionado neste
captulo. Comparando as curvas de impeda^ncia calculadas, verica-se
que as impeda^ncias dos modelos acustico classico e LRF apresentaram
resultados muito proximos porem distantes da impeda^ncia analtica
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NSFL com PML - Tipo 1
NSFL com PML - Tipo 2
NSFL com Z˜rad
Experimental
Figura 6.15: Magnitude de H(f) para o tubo simples calculadas com o mo-
delo NSFL com radiac~ao acustica.
~Zrad. As curvas de impeda^ncia calculadas pelo modelo NSFL com a
congurac~ao Tipo 1 apresentaram maior proximidade com as curvas
~Zrad enquanto que a congurac~ao Tipo 2 apresentou os maiores valores
nas curvas.
As curvas de impeda^ncia obtidas pelo modelo NSFL com con-
gurac~ao Tipo 2 mostram que a impeda^ncia pode ser alterada devido aos
efeitos viscotermicos na regi~ao de sada do tubo. Porem, a variac~ao das
curvas de magnitude calculadas pelos modelos NSFL com PML e NSFL
com ~Zrad ainda foram muito pequenas no sentido de aproximac~ao com
os dados experimentais.
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NSFL com PML - Tipo 1
NSFL com PML - Tipo 2
NSFL com Z˜rad
Experimental
Figura 6.16: Magnitude de H(f) para o tubo com variac~ao de sec~ao calcula-
das com o modelo NSFL com radiac~ao acustica.






















NSFL - Tipo 1




Figura 6.17: Parte real da impeda^ncia na sada do tubo.
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NSFL - Tipo 1




Figura 6.18: Parte imaginaria da impeda^ncia na sada do tubo.
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6.3 EFEITO DA POSIC~AO DOS SENSORES
A analise anterior mostrou que a variac~ao na impeda^ncia de ra-
diac~ao devido aos efeitos viscotermicos n~ao contribui de forma signica-
tiva na resposta dos sistemas analisados. Porem, os valores calculados
pelos modelos acusticos viscotermicos ainda se mostram distantes dos
dados experimentais, principalmente, para o caso do tubo com variac~ao
de sec~ao que sera agora avaliado com maior atenc~ao.
A avaliac~ao experimental apresenta algumas caractersticas que
n~ao foram consideradas ate esta sec~ao. Ao se observar a posic~ao na
qual os sensores est~ao dispostos na analise experimental, pode-se ver
que existe um afastamento  entre os sensores e as extremidades dos
tubos, como pode ser visto na Figura 6.19. Este afastamento deve-se
ao raio do sensor somado a um espacamento que se aplica para n~ao
haver contato estrutural entre a parede do tubo e o sensor.
Figura 6.19: Exemplo de erros de posic~ao dos sensores nas analises experi-
mentais.
A construc~ao de modelos por Elementos Finitos com radiac~ao
acustica propiciou a avaliac~ao dos resultados em pontos no domnio
externo ao tubo. Diante disto, foi realizada uma avaliac~ao do efeito da
posic~ao dos dois sensores na obtenc~ao das func~oes H(f).
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6.3.1 Congurac~ao dos modelos analisados
Para esta avaliac~ao, foram obtidas press~oes pontuais em posi-
c~oes proximas as duas extremidades do tubo com variac~ao de sec~ao.
As posic~oes dos sensores foram avaliadas atraves dos para^metros da
Figura 6.20.
Figura 6.20: Para^metros para avaliac~ao de H(f).
No sistema de medic~ao experimental os tubos s~ao acoplados a
um alto-falante atraves de uma mangueira (ver Figura 4.1). Este dis-
positivo foi parcialmente modelado para avaliac~ao da press~ao acustica
na posic~ao do sensor 1, que sera variada pelo para^metro L1. Para exci-
tac~ao deste sistema, aplica-se uma press~ao prescrita a uma determinada
dista^ncia da entrada do tubo, como tambem e mostrado na Figura 6.20.
Para comparac~ao dos modelos LRF e NSFL, estes foram aplica-
dos apenas nos domnios apresentados na Figura 6.21.
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Figura 6.21: Exemplo de congurac~ao dos domnios para aplicac~ao dos mo-
delos acusticos viscotermicos: a)LRF e b)NSFL.
6.3.2 Analise isolada dos sensores
Para quanticar a variac~ao da resposta do sistema devido a po-
sic~ao de cada sensor, foi realizada uma analise isolada de cada sensor,
onde a posic~ao e controlada pelos para^metros L1 e L2 da Figura 6.20.
Primeiramente, foi avaliado o efeito da posic~ao do primeiro sen-
sor atraves do para^metro L1, sendo que o segundo sensor se manteve
xo (L2 = 0). Os valores de magnitude de H(f) obtidos nos modelos
LRF e NSFL est~ao apresentados nas Figuras 6.22 e 6.23, respectiva-
mente. Os resultados mostraram que a segunda freque^ncia natural do
sistema altera-se a medida que se aumenta o para^metro L1. Os nveis
de amplitude mantiveram-se constantes nesta avaliac~ao, sendo que o
modelo NSFL apresentou maior atenuac~ao do que o modelo LRF.
Os resultados mostrados nas Figuras 6.22 e 6.23 sugerem que
as diferencas entre os dados numericos e experimentais observadas na
segunda freque^ncia natural do sistema decorrem da posic~ao do sensor
1.
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Figura 6.22: Magnitude de H(f) calculadas em diferentes posic~oes para o
ponto 1 com o modelo LRF.
A avaliac~ao da posic~ao do segundo sensor foi obtida atraves da
variac~ao do para^metro L2, mantendo xo L1=0. Os valores magni-
tude de H(f) obtidos nos modelos LRF e NSFL est~ao apresentados
nas Figuras 6.24 e 6.25, respectivamente. Os resultados mostraram
uma decaimento da magnitude de H(f) em todo o espectro que varia
conforme o aumento do para^metro L2. Este decaimento se deve ao
espalhamento da onda acustica no meio externo.
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Figura 6.23: Magnitude de H(f) calculadas em diferentes posic~oes para o
ponto 1 com o modelo NSFL.


























Figura 6.24: Magnitude de H(f) calculadas em diferentes posic~oes para o
ponto 2 com o modelo LRF.
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Figura 6.25: Magnitude de H(f) calculadas em diferentes posic~oes para o
ponto 2 com o modelo NSFL.
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6.3.3 Ajuste dos modelos
Observando os valores de magnitude de H(f) obtidos na avalia-
c~ao isolada da posic~ao dos sensores, constata-se que uma sobreposic~ao
dos efeitos podem estar presentes no sistema. Diante disto, foram esco-
lhidos valores dos para^metros L1 e L2 que melhor se ajustam as curvas
experimentais.
Quando aplicados os para^metros L1 e L2 iguais a 2,5 mm, tem-se
um ajuste muito proximo das curvas dos modelos acusticos viscotermi-
cos e os dados experimentais, como mostrado na Figura 6.26.
























Figura 6.26: Magnitude de H(f) calculadas pelos modelos LRF e NSFL do
tubo com variac~ao de sec~ao utilizando os para^metros L1 = L2
= 2,5 mm.
O ajuste tambem foi aplicado ao tubo simples que foi modelado
conforme descrito na Sec~ao 6.3.1. As curvas ajustadas para os modelos
LRF e NSFL est~ao apresentadas na Figura 6.27.
A sobreposic~ao dos efeitos de posic~ao dos sensores revelaram uma
converge^ncia mais proxima dos modelos acusticos viscotermicos com os
dados experimentais. No caso do tubo simples os modelos LRF e NSFL
convergem quase perfeitamente. Porem, no caso do tubo com variac~ao
de sec~ao, o modelo LRF apresenta resultados mais distantes dos dados
experimentais. A menor converge^ncia do modelo LRF evidencia a limi-
tac~ao deste modelo para aplicac~ao em sistemas com variac~oes bruscas
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Figura 6.27: Magnitude de H(f) calculadas pelos modelos LRF e NSFL do
tubo simples utilizando os para^metros L1 = 2,5 mm e L2 = 1
mm.
na geometria, como citado por outros autores na literatura [10,13].
Os ajustes dos modelos foram obtidos por simples observac~ao
das curvas H(f) devido a diculdade de controlar precisamente a po-
sic~ao dos sensores no aparato experimental. Diante dos fatos de que
o raio do sensor mede aproximadamente 1,55 mm e que um pequeno
afastamento e utilizado para n~ao haver contato entre o sensor e a pa-
rede dos tubos analisados, pode-se dizer que os para^metros ajustados
est~ao relativamente proximos da congurac~ao do ensaio.
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7 CONCLUS~OES
No presente trabalho foram construdos, avaliados e validados
modelos acusticos com a inclus~ao de efeitos viscotermicos para poste-
rior aplicac~ao na analise vibro-acustica de alto-falantes para aparelhos
auditivos. Foi apresentada uma breve revis~ao das analises acusticas
com efeitos viscotermicos onde foram detalhados dois modelos distin-
tos que foram investigados com mais profundidade. A soluc~ao analtica
do modelo Low Reduced Frequency (LRF) para tubos cilndricos foi
apresentada com detalhes, podendo-se visualizar os para^metros mais
importantes na analise da propagac~ao acustica com efeitos viscotermi-
cos. O modelo LRF assume hipoteses simplicativas que resultam em
um perl plano da press~ao acustica ao longo da sec~ao transversal de
sistemas como tubos e frestas. Estas hipoteses assumidas dependem
da faixa de freque^ncia e de uma dimens~ao caracterstica como o raio
de um tubo ou a espessura de uma fresta. A aplicabilidade do modelo
LRF e limitada a geometrias e condic~oes de contorno simples. A apli-
cac~ao da soluc~ao numerica do modelo LRF tambem possui limitac~oes
quanto a converge^ncia com resultados experimentais, para geometrias
mais complexas.
Devido a complexidade do sistema de equac~oes do modelo Navier-
Stokes-Fourier linearizado (NSFL), a sua soluc~ao de forma analtica n~ao
pode ser obtida diretamente e, por isto, este modelo foi apenas resol-
vido de forma numerica. Os modelos NSFL foram solucionados pelo
metodo de Elementos Finitos, sendo que as formulac~oes foram apre-
sentadas com detalhes. O modelo NSFL foi formulado de duas formas
diferentes encontradas na literatura. A formulac~ao irredutvel do mo-
delo NSFL apresentou problemas de instabilidades numericas que s~ao
muito dependentes da discretizac~ao adotada. A formulac~ao mista do
modelo NSFL mostrou-se mais estavel nas avaliac~oes, apresentando boa
converge^ncia com a soluc~ao analtica do modelo LRF.
A discretizac~ao do modelo NSFL foi investigada devido ao grande
custo computacional envolvido para a sua soluc~ao. Neste estudo, procu-
rou-se obter uma discretizac~ao que representasse de forma apropriada
a camada limite. Nesta analise se obtiveram dois criterios para uma
discretizac~ao mnima, para os quais os resultados analisados obtiveram
erros menores que 10% em magnitude. Os criterios de discretizac~ao
obtidos foram: a utilizac~ao de no mnimo tre^s camadas de elementos
dentro da espessura da camada limite e a utilizac~ao de no mnimo doze
elementos por comprimento de onda na regi~ao exterior a camada limite.
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As diferencas dos dados experimentais em relac~ao aos resultados
calculados pelos modelos acusticos viscotermicos motivou a investiga-
c~ao das condic~oes de contorno aplicadas. Nesta analise, foi construdo
um modelo onde a radiac~ao das ondas acusticas no meio externo ao
tubo tambem foi avaliada. Nesta analise, foi aplicada a tecnica PML
para representar a dispers~ao das ondas acusticas no meio externo pelo
metodo de Elementos Finitos. Esta tecnica foi primeiramente validada
com a comparac~ao dos resultados obtidos pela formulac~ao acustica clas-
sica com a soluc~ao analtica para o tubo simples com o modelo acustico
classico.
Os resultados na analise da impeda^ncia de radiac~ao mostraram
que os efeito viscotermicos n~ao alteram signicativamente a impeda^ncia
na interface entre o tubo e o meio externo.
A avaliac~ao do efeito de posic~ao dos sensores mostrou que os
dados experimentais podem ser muito inuenciados pela posic~ao e di-
mens~ao dos sensores. Apos o ajuste da posic~ao dos sensores nos modelos
NSFL e LRF, vericou-se que o modelo NSFL apresentou melhor con-
verge^ncia nos sistemas analisados. Com os resultados obtidos espera-se
que o modelo NSFL possa ser usado com conanca na analise de siste-
mas com pequenas dimens~oes, incluindo os alto-falantes para aparelhos
auditivos.
7.1 SUGEST~AO PARA TRABALHOS FUTUROS
Este trabalho foi um estudo inicial de algumas ferramentas de
analise para problemas acusticos viscotermicos. Muitos aspectos ainda
podem ser melhorados ou expandidos como, por exemplo:
 Estudo de alternativas para reduc~ao do custo computacional dos
modelos NSFL como, por exemplo, desacoplar o problema ter-
mico do sistema de equac~oes e inclus~ao da combinac~ao linear de
autovetores para soluc~ao da press~ao acustica;
 Desenvolvimento de formulac~oes para analise de problemas com
acoplamento uido-estrutura, incluindo os efeitos viscotermicos,
como no caso da analise de alto-falantes para aparelhos auditivos;
 Desenvolvimento da tecnica PML aplicada diretamente ao modelo
NSFL para analises envolvendo propagac~ao acustica em domnios
sem restric~oes;
 Aplicac~ao do modelo NSFL em problemas com uido no estado
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lquido, nos quais os efeitos de viscosidade s~ao mais signicativos
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APE^NDICE A -- DESENVOLVIMENTO DA
FORMULAC~AO FRACA PARA OS
MODELOS NSFL
A.1 FORMULAC~AO IRREDUTIVEL
A.1.1 Equac~ao de Navier-Stokes
A formulac~ao forte da equac~ao de Navier-Stokes do modelo NSFL
















A Eq. (A.1) e uma equac~ao vetorial e pelo metodo de resduos
ponderados esta e multiplicada pela func~ao ponderac~ao u e integrada
ao longo do domnio 


























 = 0: (A.2)
Aplicando a regra da cadeia no segundo, terceiro e quarto termos























(r  u) = P0
i!


































As Eqs. (A.3) a (A.5) s~ao substitudas na Eq. (A.2), onde e
















































Finalmente, com a substituic~ao dos termos acima, a equac~ao Eq.









































A.1.2 Equac~ao da energia
A formulac~ao forte da equac~ao da energia do modelo NSFL com
a formulac~ao irredutvel e dada por
i!0Cv + P0(r  u) = : (A.11)
Aplicando-se o metodo de resduos ponderados na Eq. (A.11),





i!0Cv + P0(r  u)   d
: (A.12)
Utilizando a regra da cadeia, o terceiro termo da equac~ao acima
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e dado por
 = r  (r)  (r  r): (A.13)
Substituindo a Eq. (A.13) na Eq. (A.12), tem-seZ


i!0Cv + P0(r u)  r  (r) + (r  r) d
: (A.14)
Aplicando o teorema da diverge^ncia, o terceiro termo da Eq.








 n  (r)d@
: (A.15)
Substituindo a Eq. (A.15) na Eq. (A.14), tem-se a formulac~ao
fraca da Eq. (A.11), dada porZ











hT =  n  r: (A.17)
A.2 FORMULAC~AO MISTA
A.2.1 Equac~ao de Navier-Stokes
A formulac~ao forte da equac~ao de Navier-Stokes do modelo NSFL








A Eq. (A.18) e uma equac~ao vetorial e pelo metodo de resduos
ponderados esta e multiplicada pela func~ao ponderac~ao u e integrada
ao longo do domnio 


















 = 0: (A.19)
Aplicando a regra da cadeia no segundo e terceiro termos da
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As Eqs. (A.20) e (A.21) s~ao substitudas na Eq. (A.19), onde





























Finalmente, com a substituic~ao dos termos acima, a equac~ao Eq.
























 = 0; (A.24)
sendo




A.2.2 Equac~ao da energia
A formulac~ao forte da equac~ao de Navier-Stokes do modelo NSFL
com formulac~ao mista e dada por
i!0Cp   i!p = : (A.26)
Aplicando-se o metodo de resduos ponderados na Eq. (A.26),





i!0Cp   i!p   d
: (A.27)
115
Substituindo a Eq. (A.13) na Eq. (A.27), tem-seZ


i!0Cp   i!p  r  (r) + (r  r) d
: (A.28)
Finalmente, substituindo a Eq. (A.15) na Eq. (A.28), tem-se a
formulac~ao fraca da Eq. (A.26), dada porZ








 = 0; (A.29)
sendo hT obtido pela Eq. (A.17).
A.2.3 Equac~ao da continuidade
A formulac~ao forte da equac~ao da continuidade do modelo NSFL








+r  u = 0: (A.30)
A formulac~ao fraca da equac~ao acima e obtida pela multiplicac~ao
da mesma pela func~ao ponderac~ao p e integrac~ao ao longo do domnio









+ pr  u d
 = 0: (A.31)
